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STATUTS 

Article l^\ — Il est constitué à Bruxelles une association qui 
prend le nom de Société scientifique de Bruxelles, avec la devise: 
« NuUa unquam inler /idem et rationem vera dissensio esse 
polest (*). » 

Art. 2. — Cette association se propose de favoriser, confor- 
mément à lespril de sa devise, ravancemenl et la diffusion des 
sciences. 

Art. 3. — Elle publiera annuellement le compte rendu de 
ses réimions, les travaux présentés par ses membres, et des rap-. 
ports sommaires sur les progrès accomplis dans chaque branche. 

Elle tâchera de rendre possible la publication d'une revue des- 
tinée à la vulgarisation (*). 

Art. 4. — Elle se compose d'un nombre illimité de membres, 
et fait appel à tous ceux qui reconnaissent Fimportance d'une 
culture scientifique sérieuse pour le bien de la société. 



(*) Const. de Fid. cath. G. IV. 

(*j Depuis le mois de janvier 1877, cette revue parait, par livraisons trimestrielles, sous 
le titre de Revue des questions scientijiques. Elle forme chaque année deux volumes in-S" 
de 700 pages. Prix de l'abonnement : 20 francs par an pour tous les pays de l'Union pos- 
tale. Les membres de la Société scientifique ont droit à une réduction de 25 pour cent. 

XII. a 



Ani. fS. i'!ll(' i'hi ilinyi^vA* pr un Conseil de vingt membres. 
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r.nu^rd. 
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Art. 9. — Lorsqu'une résolution , prise dans TAssemblée 
générale , n'aura pas été délibérée en présence du tiers des 
membres de la Société, le Conseil aura la faculté d'ajourner la 
décision jusqu'à la prochaine session de Pâques. La décision sera 
alors définitive, quel que soit le nombre des membres présents. 

Art. 10. — La Société ne permettra jamais qu'il se produise 
dans son sein aucune attaque, même courtoise, à la religion 
catholique, ou à la philosophie spiritualiste et religieuse. 

Art. 11. — Dans les sessions, la Société se répartit en cinq 
sections : l. Sciences mathématiques, IL Sciences physiques, 
IIL Sciences naturelles, IV. Sciences médicales, V. Sciences éco- 
nomiques. 

Tout membre de Tassociation choisit chaque année la section 
à laquelle il désire appartenir. 11 a le droit de prendre part aux 
travaux des autres sections avec voix consultative. 

Art. 12. — La session comprend des séances générales et les 
séances de section. 

Art. 13. — Le Conseil représente l'association. Il a tout pou- 
voir pour gérer et administrer les affaires sociales. Il place en 
rentes sur l'Etat ou en valeurs garanties par l'Etat les fonds qui 
constituent le capital social. 

Il fait tous les règlements d'ordre intérieur que peut nécessiter 
l'exécution des statuts, sauf le droit de contrôle de l'Assemblée 
générale. 

Il délibère, sauf les cas prévus à l'article 6, à la majorité des 
membres présents.Néanmoins, aucune résolution ne sera valable 
qu'autant qu'elle aura été délibérée en présence du tiers au moins 
des membres du Conseil dûment convoqué. 

Art. 14. — Tous les actes, reçus et décharges sont signés 
par le Trésorier et un membre du Conseil, délégué à cet effet. 

Art. 15. — Le Conseil dresse annuellement le budget des 
dépenses de l'association et présente dans la session de Pâques le 
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compte détaillé des recettes et dépenses de Texercice écoulé. 
L^approbation de ces comptes, après examen de TAssemblée, lui 
donne décharge. 

Art. 16. — Les statuts ne pourront être modifiés que sur la 
proposition du Conseil, à la majorité des deux tiers des membres 
votants, et dans TAssemblée générale de la session de Pâques. 

Les modifications ne pourront être soumises au vole qu'après 
avoir été proposées dans une des sessions précédentes. Elles 
devront figurera Tordre du jour dans les convocations adressées 
à tous les membres de la Société. 

Art. 17. — La devise et Tarticle 10 ne pourront jamais être 
modifiés. 

En cas de dissolution, TAssemblée générale, convoquée extra- 
ordinairement, statuera sur la destination des biens appartenant 
à l'association. Cette destination devra être conforme au but 
indiqué dans Tarticle 2. 



REGLEMENT 



ARRÊTÉ PAR LE CONSEIL POUR L'ENCOURAGEMENT DES RECHERCHES SCIENTIFIQUES. 



1. — Le Conseil de la Société scientifique de Bruxelles a 
résolu d^instituer des concours et d'accorder des subsides pour 
encourager les recherches scientifiques. 

2. — A cet objet seront consacrés : 

1** Le revenu du bénéfice acquis à la Société jusqu'à la ses- 
sion de Pâques 1879; 

2*" La moitié du bénéfice acquis pendant rexercieequi précède 
Fexercice courant. 

3. — Chaque année, Tune des sections désignera une question 
à mettre au concours. L'ordredans lequel les sections feront cette 
désignation sera déterminé par le sort. Toute question, pour être 
posée, devra être approuvée par le Conseil, qui donnera aux 
questions la publicité convenable. 

4. — Les questions auxquelles il n'aura pas été répondu 
d'une manière satisfaisante resteront au concours. Le Conseil 
pourra cependant inviter les sections compétentes à les rempla- 
cer par d'autres. 

5. — Aucun prix ne pourra être inférieur à 500 francs. Une 
médaille sera en outre remise à l'auteur du mémoire couronné. 

6. — Ces concours ne seront ouverts qu'aux membres de la 
Société. 
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16. — Le membre qui demandera un subside devra faire con- 
naître par écrit le but précis de ses travaux, au moins d'une 
manière générale; il sera tenu, dans les six mois de Tallocation 
du subside, de présenter au Conseil un rapport écrit sur les résul- 
tats de ses recherches, quel qu'en ait été le succès, 

17. — Le Conseil, après avoir pris connaissance des diverses 
demandes de subsides, à l'effet d'en apprécier l'importance rela- 
tive, statuera au scrutin secret. 

18. — Les résultats des recherches favorisées par les subsides 
de la Société devront lui être présentés, pour être publiés dans 
ses Annales s'il y a lieu. 

Note. - Le tirage au sort, ordonné par l'article 3, a rangé les sections dans 
Tordre suivant : 2% 4«, 3«, 5« et 1". 



LETTRE 



DE 



S. s. LE PAPE LÉON XIII 

ÂC PRÉSIDENT ET AUX MEMBRES 
DE LA SOCIÉTÉ SCIENTIFIQUE DE BRUXELLES. 



Dileclis Filiis Praesidi ac Afembris Societatis Scieniificae 

Bruxellis conatilutae. 

LEO PP XIII. 

DiLECTI FiLII, SALUTEM ET ApOSTOLICAM BENEDICTIONEM. 

Gratae Nobis adveiierunt lilterae vcstrae una cum Annalibus et 
Quaeslionibus a vobis edilis, quas in obscquentissimum erga Nos et 
Apostolicam Sedeni pietatis testinioninm oblulistis. Libentcr sane 
agnovimus Societatem vestrain quac a scientiis sibi nomen fecit, et 
quae tribus tantum abhinc annis laetis auspiciis ac Icsu Christ! 
Vicaril benedictionc Bruxeilis constitnta est, magnum iam incremen- 
tum cepisse, et uberes fruclus polliceri. Profecto cura infensissirai 
rclligionis ac veritatis bostes nunquam désistant, imo magis magisque 
studeant dissidium rationem interac fidem propugnare, opportunum 
est ut praeslantes scienlia ac pietate viri ubique exurgant, qui Eccle- 
siae doctrinis ac documentis ex animo obsequentes, in id contendant, 
ut demonstrent nuUam unquam inter fidem et rationem veram dis- 
sensionem esse passe; quemadmodum Sdcrosancta Vaticana Synodus, 
ronstantem Ecclesiae et Sanctorura Patrum doctriiiam aflirnians, 
declaravit Constitutione IV de fide catbolica. Quapropter gratula- 
mur quod Socielas vestra hune primo finem sibi proposuent,itemque 
in statutis legem dederit, ne quid a sociis contra sanam christianae 
philosophiae doctrinam comniitlntur; simulque omnes hortamur ut 
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Qunquam de egregio eiusmodi laudis trnmite deflectant, atqiie ut 
toto animi nisu praestitutum Societatis fînem praeclaris exemplis ac 
scriptis editis continuo assequi adnitantur. Deum autem Optimum 
Maximum precamur, ut vos omnes caelestibus praesidiis confirmet 
ac muniat: quorum auspicem etNostrae in vos benevolentiae pignus, 
Apostolicam benedictionem vobis, dilecti filii. et Societati vestrae ex 
animo impertimur. 

Datum Homae apud S. Petrum die 15. lanuarii 1879. Pontificatus 

Nostri Anno Primo. 

Léo p. p. XIII. 



A nos chers fils le Président et les Membres de la Société 

scientifique de Bruxelles. 

LÉOiN Xm, PAPE. 

Chers fils, salut et bénédiction apostolique. 

Votre Iettr<kNous a été agréable, ainsi que les Annales et les Ques- 
tions publiées par vous et offertes en témoignage de votre piété 
respectueuse envers Nous et le Siège apostolique; Nous avons vu 
réellement avec plaisir que votre Société, qui a adopté le nom de 
Société scientifique, et s'est constituée à Bruxelles, depuis trois ans 
seulement, sous d'heureux auspices avec la bénédiction du Vicaire 
de Jcsus-Christ, a déjà pris un grand développement et promet des 
fruits abondants. Certes, puisque les ennemis acharnés de la religion 
et de la vérité ne se lassent point et s'obstinent même de plus en 
plus à proclamer l'opposition entre la raison et la foi, il est opportun 
que partout surgissent des hommes distingués par la science et la 
piété, qui, attachés de cœur aux doctrines et aux enseignements de 
l'Eglise, s'appliquent h démontrer qu'il ne peut jamais exister de 
désaccord réel entre la foi et la raison, comme l'a déclaré, dans la 
Constitution IV de fide catholica, le saint concile du Vatican aflirmant 
la doctrine constante de TÉglise et des saints Pères. C'est pourquoi 
Nous félicitons votre Société de ce qu'elle s*est d'abord proposé cette 
fin, et aussi de ce qu'elle a mis dans les Statuts un article défendant 
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à ses membres toute attaque aux saines doctrines de la philosophie 
chrétienne; et en même temps Nous les exhortons tous & ne jamais 
s*écarter de la voie excellente qui leur vaut un tel élo^, et & pour- 
suivre continuellement de tout l'cfTort de leur esprit l'objet assigné 
à la Société, par d'éclatants exemples et par leurs publications. Nous 
prions Dieu très bon et très grand, qu'il vous soutienne tous et vous 
fortifie du céleste secours : en présage duquel, et comme gage de 
Notre bienveillance envers vous. Nous accordons du fond du cœur k 
vous, ehers fils, et à votre Société la bénédiction apostolique. 

Donné à Rome, à Saint-Pierre, le 15 janvier 1879, Fan 1 de notre 

Pontificat. 

Lco3i XIII, Pape. 
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François, S. J. (R. P. Alexis), professeur au Collège de la Paix, rue 

de Bruxelles. — Namur. 
Francotte (Xavier), docteur en méd., 15,quai de l'Industrie. — Liège. 
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vétérinaire de Santa Calalina. — Buonos-Ayres (Répu- 
blique Argentine). 
GoEDSEELS (Edouard), lieutenant, répétiteur h FÉcole militaire , 

48, avenue de THippodrome. — Ixelles. 
GoEHANs (Jean), coramissaire-voyer. — Weslmeerbeek, par Westerloo 

(Anvers). 
GoETHALS (Ernest), 235, avenue du Commerce. — Anvers. 
Goix (Alph.), docteur en médecine, 40, rue de Joinville. — Paris. 
GoossENS (S. E. le cardinal), archevêque de Malines. 
DE Gordon (D^ Antonio), catedratico de Fisiologia en la Universidad. 

— Habana (Cuba). 
GoRis (Charles), docteur en médecine, 145, rue Royale. — Bruxelles. 
GrandTdry (Cyrille), ingénieur, correspondant de l'Académie des 

sciences, rue de Paris. — Saint-Étienne (Loire — 

France). 
Grandmont (Alphonse), avocat. — Taormina (Sicile). 
Granero, s. J. (R. P. Juan), colegio de N. S'' dcl Recuerdo, Chamartin 

de la Rosa. — Madrid (Espagne). 
Gravez (Adrien), président du Comité houiller du Centre. — La Lou- 

vière (Hainaut). 
Greindl (B**° Gustave), 20, rue du Luxembourg. — Bruxelles. 
Grenier (Gustave), propriétaire, 78, rue de la Station. — Louvain. 
Grinda (Jésus), ingénieur des ponts et chaussées, Valverde, 22, 2^. 

5 — Madrid (Espagne). 

Grisar (Armand), 5, rue Hoboken. — Anvers. 
de Grossodvre (A ), ingénieur des mines. — Bourges (Cher — France). 
DE Grunne (C** François), capitaine d'artillerie, 67, rue Belliard. — 

Bruxelles. 
Gdyétand, professeur de physique. École libre de Mont-Roland. — 

Dôle (Jura — France). 
Ha an, docteur en médecine, professeur à l'Université , i55, rue de 

Tirlemont. — Louvain. 
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Hahn, s. J. (R. p.), Collège Saint-Stanislas, ^9, rue des Dominicains. 

— Mons. 
Halleux (Emile), rue du Vieux-Bourg. — Bruges. 
Hamard (abbé), 12, rue des Dames. — Rennes (Ille-et- Vilaine — 

France). 
Hanqubt (Ferdinand), 16, rue du Laveu. — Liège. 
DE Harlez (Mgr), professeur h TUniversité, 8, rue au Vent. — Louvain. 
Haton de la Goupilliére (J. N.), membre de Tlnstitut, inspecteur 

général des mines, directeur de l'Ecole des mines, 

60, boulevard Saint-Michel. — Paris. 
de Haulleville (B""), 97, rue Belliard. — Bruxelles. 
DE LA Haye (Auguste), capitaine en 1'' au 11' régiment de ligne, 

Kessel-Loo. — Louvain. 
Haynald (S. £. le cardinal), archevêque de Kalocsa et Bacs (Hongrie). 
Hayoit, docteur en méd., membre de l'Académie royale de médecine, 

professeur à l'Université, 66, rue deNamur. — Louvain. 
de Hehptinnb (C** Joseph), fils, 51, rue Charles-Quint. — Gand; 

ou Tamise (Flandre Orientale). 
d'Hemricourt de Grunne (C^*), sénateur, 10, rue Montoyer. — 

Bruxelles; ou château d'Hamal, parTongres. 
Henry (Hector). — Dinant. 
Henry (Louis), professeur à l'Université, membre de l'Académie 

royale de Belgique, 2, rue du Manège. — Louvain. 
Hermite (Charles), membre de l'Institut, 2, rue de Sorbonne. — Paris. 
Hervier (abbé Joseph), 51, grande rue de la Bourse. — Saint- 

Etienne (Loire — France). 
Heude, S. J. (R. P.) — Zi-ka-wey (Chine). 
Heyhapïs (J.-F.), docteur en sciences, assistant à Tlnslitut physiolo- 

. gique, Dorotheenstrasse. — Berlin (Allemagne). 
HouTART (Jules). — Monceau-sur-Sambre (Hainaut). 
HouzE (Octave), docteur en médecine. — Binche. 
Hubert (Eugène), docteur en médecine, professeur à l'Université, 

15, rue Léopold. — Louvain. 
d'Hulst (Mgr), recteur des Facultés catholiques, 74, rue de Vaugi- 

rard. — Paris. 
IcAZBALCETA (Joaqufn Garcia), Apartado del Correo. 566. — Mexico 

(Mexique). 
Impérial! (M>*) des P*"*' de Francavilla, 10, rue Montoyer. — Bruxelles; 

ou château d'Hamal par Tongrcs. 
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Iniguez é Iniguez (Francisco), catedratico de Astronomia en la Univer- 

sidad, calle de Jardines, i8. — Madrid (Espagne). 

Institut Saint-Ignace. — Anvers. 

Jacmart, lieutenant-gënéral, membre de la Chambre des Représen- 
tants, 21, rue Geefs. — Schaerbeek. 

Jacobs (Mgr), curé-doyen de Sainte-Gudule. — Bruxelles. 

Jannet (Claudio), professeur aux Facultés catholiques, 74, rue de 

Vaugirard. — Paris. 

Janssens, docteur en médecine. — Pucrs (Anvers). 

Jean (abbé), supérieur de Tlnstitution. — Saintes (Charente-Infé- 
rieure — France). 

Jenner (Ch. I.), ingénieur en chef des ponts et chaussées, directeur 

des travaux hydrauliques de la Marine, 58, rue de la 
Rampe. — Brest (Finistère — France). 

JiMENO (Joaquin), ingeniero de caminos. — Castellon de la Plana 

(Espagne). 

JoLLY (B""*) lieutenant-général, commandant la i'' circonscription 

militaire. — Anvers. 

JoLY(Léon), avocat, 18, rue Caroly. — Bruxelles. 

DE JoNQUiÈRES, vicc-amiral, membre de Flnstitut, 2, avenue Bugeaud. 

— Paris. 

Jordan (Camille), membre de Flnstitut. 48, rue de Varenne. — Paris. 

JouBERT, S. J. (R. P.), 18, rue Lhomond. — Paris. 

Jourdain (Louis), ingénieur, 19, rue Léopold. — Bruxelles. 

Kbnnis (Guillaume), ingénieur, iâ, rue de Robiano. — Schaerbeek. 

DE Kercrhove (V^® Eugène), ancien membre de la Chambre des Repré- 
sentants. — Malines. 

Rervilbr (René), ingénieur des ponts et chaussées. — Saint-Nazairc 

(Loire-Inférieure — France). 

Kirsch (R. P. Alexandre M.) C. S. C. — Notre-Dame (Indiana, États- 
Unis). 

DE Kirwan (Charles), ancien inspecteur des forêts, 7, rue de l'Oran- 
gerie. — Versailles (Seine-et-Oise — France). 

Klein, S. J. (R. P. Léopold Martial), Catholic University Collège. — 

Dublin (Irlande). 

KuRTH (Godefroid), professeur à r(Jniversité,62,rueLairesse. — Liège. 

Lacompte (Camille), docteur en médecine. — Tamise. 

Lacor (E.), professeur de mathématiques k TÉcole Sainte-Geneviève, 

133, boulevard Raspail. — Paris. 
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Lapoxt, s. J. (R. P.)> direcleup de l'Observatoipe héliospectrosco- 

pique, 10, Parkstreet. — Calcutta. 
Lagasse (Alexandre), pharmacien, 4, rue Saint-Maurice. — Nivelles. 
Lagassb (Charles), ingénieur en chef directeur des ponts et chaussées, 

61, rue du Conseil. — Bruxelles. 
Lagasse (Jules), notaire, 1 ta, chaussée de Charleroi. — Bruxelles. 
Lamarche (Emile), 8! , rue Louvrcx. — Liège. 
Lambert (Camille), ingénieur, 29, rue Fabry. — Liège. 
Lahbiottb (Victor), ingénieur. -— Oignies-Aisrau, par Tamiiies (Namur). 
Lamey (B. P. Dom Mayeul), 0. S. B., prieuré de Saint-Jean, Grignon 

par Les Laumes (Côte-d'Or — France). 
Lamy (Mgr), président du collège Marie-Thérèse. — Louvain. 
DE Lapparent(A.), membre correspondant de la Société géologique de 

Londres, professeur à Tlnstitut catholique, 5, rue de 

Tilsitt. — Paris. 
Latinis (Victor), ingénieur, chef de service des forges et aciéries de 

la Société du Nord et de FEst. ~ Trith- Saint- Léger 

(Nord — France). 
Lavaud de Lestrade, prêtre de Saint-Sulpice, professeur de sciences 

au Séminaire. — Clermont-Ferrand (Puy-de-Dôme — 

France). 
Lebon, docteur en médecine, place Saint-Paul. — Nivelles. 
Ledresseur (Charles), docteur en médecine, professeur à TUniver- 

sité, 75, voer des Capucins. — Louvain. 
Lepebvrb, docteur en médecine, professeur à l'Université , membre 

de l'Académie royale de médecine , 36 , rue de Bériot. 

— Louvain. 
Lefbbvre (abbé Bruno), curé d'Upigny, par Leuze (Namur). 
Lepebvrb (abbé Ferdinand), professeur à TUniversité, 56, rue de 

Bériot. — Louvain. 
Lefebvre (Paul), avocat, 7, rue du Pépin. — Bruxelles. 
Lbgodis, s. J. (B. p.), docteur es-sciences, 98, rue de Vaugirard. — 

Paris. 
Legrakd- Benoit, 5! , rue de Bruxelles. — Namur. 
Le Grelle (C** Ferdinand), 24, rue Van Brée. — Anvers. 
Leirens-Éliaert, rue du Pont. — Alost. 
Lejbune-Simonis, château de Sohan par Pepinster (Liège). 
Lemoi.'vb (Georges), ingénieur en chef des ponts et chaussées, exami- 
nateur de sortie pour la chimie à l'École polytechnique, 

76, rue d'Assas. — Paris. 
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Lemonnier (abbé Th.), professeur au Petit-Séminaire de Mont-aux- 

Malades, par Rouen (Seine-Inférieure — France). 

Le Paige(C.), professeur k TUniversité, 21, rue des Anges. — Liège. 

DE Lichtervelde (G*' Gontran), conseiller de légation, château 

d'Ëcaussinnes. — Ëcaussinnes (Hainaut). 

DE LrEDERERRE (G^* GhaHcs), 24, rue de l'Industrie. — Bruxelles. 

DE LiEDEKERKE DE Pailue (G^' Edouard), 47, avenue des Arts. 

— Bruxelles. 

DE Limburg-Stirum (O* Adolphe), 30, rue du Luxembourg. —Bruxelles. 
DE Limburg-Stirum (G'* Samuel), 50, rue du Luxembourg. — Bruxelles. 
DE Limburg-Stirum (G** Thierry), sénateur, rue Hautport. — Gand. 
DE LiMHiNGHE (G^*), chàtcau de Gesves, par Assesse (Namur). 
LiHPENs (Emile), avocat, place Impériale. — Alost. 
DE LisLEFERME (£.-Henry)« ingénieur de la marine en retraite. — Taille- 
bourg (Gharente-Inférieure — France). 
DE LocHT (Léon), ingénieur, Mont-Saint-Martin. — Liège. 
Lucas, S. J. (R. P. Désiré), i I, rue des Récollets. — Louvain. 
Mabille (Léon), professeur à TUniversité de Louvain, 49, rue Royale. 

— Bruxelles. 

Maertens (chanoine), professeur au Petit-Séminaire. — Saint-Nicolas. 
Malcorps (Ernest), avocat, 5, rue des Vaches. — Louvain. 
Mamsoux (Emile), ingénieur principal de i*^* classe des mines, il, 

rempart ad aquam. — Namur. 
Mansion (Paul), professeur à TUniversité, membre de TAcadémie 

royale de Belgique, 6, quai des Dominicains. — Gand. 
DE Maret (Adhémar). — Stavelot. 
DE Marsilly (Général), Grand-Hôtel de Paris, rue Bab-el-Oued. 

— Alger. 

Martens (Edouard), professeur à rUnivcrsité,27, rue Marie-Thérèse. 

— Louvain. 

.Martinez y Saez (Francisco de Paula), professeur de zoologie au 

Musée d*histoire naturelle, plaza de Ministerios, 5, 

3®, izq. — Madrid (Espagne). 
Mas, s. J. (R. P. Bartolomé), colegio de S. Ignacio. — Manresa. 
Masoin (E.), professeur à l'Université, membre de TAcadémie royale 

de médecine, 15, place Sainte-Anne. — Louvain. 
Matagne (Jules), docteur en médecine, 21, rue de la Fontaine. — 

Bruxelles. 
DE Maupeou (G"), ingénieur de la marine, 50, rue Vital. — Passy- Paris. 



M AVER (Henri), avocat , 51, rue Saint-Jacques. — Tournay. 

DE Meeus (C" Henri), ingénieur, 72, rue du Vertbois. — Liège. 

Meeus (Eugène), membre de la Chambre des Représentants , 42, rue 

Houblonnière. — Anvers. 

iMeeus-Honnorez (L.), distillateur. — Wyneghem par Anvers. 

Mélingb (abbé Calixte), docteur en théologie, 6, rue des Petites- 
Allées. — Rochefort-sur-Mer (Charente-Inférieure — 
France). 

DE Mendjzabal Tahuorrel (Joaquin), ingeniero geôgrafo, profesor de 

astronomia y geodesia en cl Colegio militar, observa- 
torio metcorologico central. — Mexico (Mexique). 

Mbngelle (Bertrand), ingénieur de FÉcole centrale des arts et manu- 

factures, 75, rue Royale. — Bruxelles. 

Mercier (Mgr D.), collège du Saint-Esprit, rue de Namur. — Louvain. 

Mertens (Guill.), ingénieur, directeur de l'usine à gaz, 73, rue de 

Tourcoing. — Roubaix (Nord — France). 

MiCHA, professeur h TUniversité, 8, place du Peuple. — Louvain. 

Michaux (B**"), professeur à TUniversité, membre de l'Académie 

royale de médecine. — Louvain. 

MiOT (Léopold), docteur en médecine, de FAcadémie royale de méde- 
cine, i5, rue de Beaumont. — Charleroi. 

MiR, S. i. (R. P. Michel), membre de l'Académie royale d'Espagne, 

Colegio del Salvador. — Zaragoza (Espagne). 

liiRANDA BisTUER (Juliau), canôuigo magistral de la catedral, canongia 

nueva, 18. — Segovia (Espagne). 

MisONNE (Lucien), directeur-gérant des charbonnages du Hasard. — 

Tamines (Namur). 

MissoN (B""), à Vieux-Waleffe, par Fallais (Liège). 

MoELLER, docteur en médecine, i,rue Montoyer. — Bruxelles. 

MoNCHAMP (abbé Georges), docteur en théologie et en philosophie, 

professeur au Petit-Séminaire. — Saint-Trond. 

MoffCHEUR (B"*"), 54, boulevard de Waterloo. — Bruxelles; ou Naméche 

(Namur). 

DE MoNGE (Léon), professeur à FUniversité, rue aux Joncs. — Louvain. 

MoffSARRAT (G.), 44, rue des Capucines. — Paris. 

DE MoNTGRAND (M**), propriétaire à Saint -Menet. — Marseille 

(Bouches-du-Hhône — France). 

DE MoRBAD d'Andot (Ch*'). — Audoy par Jambes (Namur). 

MoRBTUs (René), place de Meir. — Anvers. 



MuLLENDERS (Joscpli) , ingénieur, 2i, rue Duvivier. — Liège. 

DE NADAILL4C (M'*), 8, Fuc crAujou. — Pafis. 

Namèche (Mgr), ancien recteur magnifique de TUniversité. — Louvain. 

DE Namur d'Elzée (C**), sénateur. -- Dhuy par Éghezée (Namur). 

Nève (Félix), professeur à TUniversité, membre de l'Académie royale 

de Beljçique, 52, rue des Orphelins. — Louvain. 

Nève (Louis), ingénieur. — Brecht CAnvers). 

Newton (Général John), 279, Adelphi Street. — Brooklyn, New- York. 

NicoT, S. J. (R. P.). — Dunbrody, Blue Cliff Station, via Capctown 

(Afrique australe). 

NisoT (Victor), ingénieur, docteur en sciences physiques et mathé- 
matiques, 44, rue de la Loi. — Bruxelles. 

NoLLÉE DE Noduwez, ii6, ruc Royale. — Bruxelles. 

Nyssens (Albert), professeur à l'Université. — Louvain. 

Nyssens (Julien), ingénieur des ponts et chaussées, 190, rue de la Loi. 

— Bruxelles. 

Nyssens (Pierre), directeur au laboratoire agricole de l'Étal, 19, rue 

Sainte-Marguerite. — Gand. 
Obet deChevvel, docteur en médecine. — Honfleur (Calvados — 

France). 
D*OcAGNE (Maurice), ingénieur, 12, rue Bonhomme. — Cherbourg 

(Manche — France). 
Oldenhove (Philippe), ingénieur, propriétaire à Florival-sur-Dylc, 

par Grez-Doiceau (Brabant). % 

OMalley, s. J. (R. P.), S* Patrick's collège. — Melbourne (Victoria 

— Australie). 

Ortiz (Juan -Miguel), Jefc superior de Administracion, Guanabacoa. 

— Habana (Cuba). 

Ortiz (Ih* Sr Or. D. Luis Felipe), obispo de Coria (Espagne). 

OsY DE WiciiEH (B°"), longue rue de rHôpital. — Anvers. 

Otto (Jean), 36, Marché-aux-Herbes. — Bruxelles. 

OuvERLEAUx (Félix), docteur en droit, 1 12, chaussée de Cliarleroi. — 

Bruxelles. 
Pardon (Gustave), ingénieur. — Frameries (Hainaut). 
Pasquier (Ern.), professeur k l'Université, 22, rue Marie-Thérèse. — 

Louvain. 
Patroni (Monsign. Giuseppc), dott. in fîlosofia, in teologia ed in ambe 

le leggi, 47, piazza del Gesù. — Rome. 
Pécher (Eugène), 6i, avenue Louise. — Bruxelles. 
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Pblligebo (Gonzalo), avocat, rédacteur en chef de la Vozde Cuba. — 

La Havane (Cuba). 
DE Penaranda (Frédéric), 2i, rue de la Science. — Bruxelles. 
Pépin, S. J. (R. P. Théophile), École libre Saint-Michel. — Saint- 

Étienne (Loire — France). 
Pbretti (abbé J.), curé de Sainte-Marie. — Calvi (Corse — France). 
Perez (Miguel), director de! Observatorio central, 1* calle de la 

Merced, n* 27. — Mexico (Mexique). 
Perez Moreiso (Andrés), inspector gênerai del cuerpo de ingcnieros 

de minas de Espana, calle de Recoletos, 5, 3® dra. — 

Madrid (Espagne). 
Perrv, s. J. (R. p.), directeur de TObservaloire de Stonyhurst, de la 

Société royale de Londres. — Stonyhurst near Blacfc- 

burn (Angleterre). 
Petit (chanoine), rue de TArsenal. — Namur. 
Peyrot (Gérard), 33, rue Vieille -Bourse. — Anvers. 
PiCHAULT (Stéphane), ingénieur, directeur des ateliers de construction 

de la Société Franco-Belge. — Raisnes (Nord — Frai»ce). 
de Pillon de S. Philbert (A.), 2, rue St-Thoinas. — Douai (Nord - 

France). 
PiRARD (rhanoine), vicaire général, 6, boulevard Léopold. — Namur. 
PiscÉ (chanoine), rue des Bateaux. — Malines. 
Planté (Gaston), licencié es sciences, i2, rue des Vosges. — Paris. 
PoisoT (Maurice), avocat, 4, rue Buffon. — Dijon (Côte-d'Or — 

France). 
DE PoNTUiÉRE (Albert), propriétaire-agriculteur, 23, rue d'Archis. — 

Liège. 
Powis DE TEN BosscHE. membre de la Chambre des Représentants, 

8, rue Belliard. — Bruxelles. 
DE PreLle, 44, rue Kipdorp. — Anvers. 
Proost (Alphonse), inspecteur général de l'agriculture, professeur à 

rUniversité de Louvain, 30 A, rue du Luxembourg. — 

Bruxelles. 
Provincial (R. P.) de la compagnie de Jésus, 131, rue Royale exté- 
rieure. — Bruxelles. 
Prudhaii (abbé), directeur du collège Stanislas, rue N.-D. des Champs. 

— Paris. 

VvQà (Guillermo B. y), ingcnîero topôgrafo, profesor de Geologia en 

la Escuela nacional de Agricultura,calledelTompea(e, "2, 

— Mexico (Mexique). 
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QuAiRiER, 29, boulevard du Régent. — Bruxelles. 

Racuon (abbë Prosper), curé de Ham et Saint-Jean, par Longuyon 

(Meurlhe-et-MoselIe — France). 
Raclot (abbé V.), aumônier des hospices et directeur de robsen^a- 

toire. — Langres (Haute-Marne — France). 
Rahirez (Santiago), in$;eniero de minas, calle de Buenavista, 15 ^^ 

— Mexico (Mexique). 
Rathouis, S. J. (R. P.). — Zi-ka-wey (Chine). 

Ravain (abbé J.-R.), 14, rue Bernîer. — Angers (Maine-et-Loire — 

France). 
Recteur (R. P.), rue de Tongres, 2257. — Maestricht (Limbourg 

hollandais). 
Rbctor (R. P.] del Golegio de San José. — Valladolid (Espagne). 
Rector (R. P.) dil Colegio del Jésus, — Torlosa (prov. de Tarragona 

— Espagne). 

DE Regnon, S. J. (R. P. Théodore) , 591 , rue de Vaugirard. — 

Paris. 
Renard (abbé Alphonse), conservateur honoraire au Musée d*histoire 

naUirelle, professeur à TUniversité de Gand. — Wel- 

leren (Flandre-Orientale). 
Revnaert, docteur en médecine , rue du Progrès. — Saint-Nicolas. 
DE RiRAUCOURT (C^') , sénatcur, 27, rue de Loxum. — Bruxelles. 
Rorerti (Jules), sénateur. — Louvain. 
RoBYNs dMnkendaele (Frantz), chargé d*affaires honoraire, consul 

général de Monaco, 56, rue du Marteau. — BruxellCsS. 
DE LA Roche (Ch" Camille), rue de Houdain. — Mons. 

9 

DE LA Roche de Marchiennes (Emile). — Harvengt, par Harmignies 

(Hainaut). 
RoDiLLON (abbé Pr.), professeur de philosophie au Petit-Séminaire de 

la Primatialc, t, rue Tramassac. — Lyon (Rhône — 

France). 
RojAs,S. J.(R. P.), professeur d'histoire naturelle, Colegio. — Orduna 

(Vizcaya — Espagne). 
DE Rouillé (C*), 44, avenue des Arts. — Bruxelles. 
Roussel (Lucien), professeur à TÉcole forestière, 1 1, rue de la Ravi- 

nelle. — Nancy (Meurthe-et-Moselle — France). 
deRubempré (P***), rue aux Laines. — Bruxelles; ou à Westerloo. 
Saey (Henri), notaire. — Renaix. 
Sabv (Joseph), 18, avenue de la porte de Hal. — Bruxelles. 
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Saey (abbé Pr.), curé k Woubrechtegem, par Herzele (Flandre-Orien- 
tale). 
DE Salvert (V"), professeur aux Facultés catholiques de Lille, 

château de Villebetoo, par Châteaudun (Eure-et-Loir 

— France). 
Sanchez, s. J. (R. p. Hilario), Colegio. — Carrion (Palencia — Espagne). 
DB Santa Cruz (Ivan Armada Hernandez de Cordova, M") , 9, rua 

Nueva. — Santiago (Galice — Espagne). 
Sanz (Pelegrin), ingeniero civil. — Castellon de la Plana (Espagne). 
San z Y LoPEZ (Cesareo), profesor de mateméticas, calle del Colegio de 

Doncellas. — Toledo (Espagne). 
ScARSBZ DE LoGQUENBDiLLE (Anatolc), châtcau de S'-François. — Far- 

ciennes (Hainaut); ou 153, chaussée de Vleurgat. — 

Ixelles. 
ScHMiDT (Henri), intendant de la maison de Croy. — Le Rœulx. 
ScHOBBENS, docteur en médecine, 49, longue rue Neuve. — Anvers 
ScHOEMAKBR (W.-J.), profcsscur à rÉcole moyenne.— Nimègue (Pays- 
Bas). 
DE ScHouTHEETE DE Tervarent (Ch*^). ~r Saiut-Nicolas. 
SiHONis (Alfred), sénateur. — Verviers. 
SmoNis (Iwan), industriel. — Verviers. 
SmoNis (Louis), industriel. — Verviers. 
SiRET (Henri), ingénieur, ii, rue Saint-Joseph. — Anvers. 
SiRET (Louis), ingénieur, Parazuelos Aguilas (prov* Murcia — Espagne). 
Smekens (Théophile), président du tribunal de i'' instance, 31, 

avenue Quentin Metsys. — Anvers. 
Smbts (abbé Gérard), docteur en sciences naturelles, professeur de 

sciences au Collège S^- Joseph. — Hasselt. 
DEL SocoRRO (José Maria Solano, M"), professeur de géologie au Musée 

d'histoire naturelle, calle de Jacometrezo, 41, bajo. — 

Madrid (Espagne). 
DBL SoLAR (Eulogio), ingcuiero de minas, plaza de la Independencia,9, 

bajo. — Madrid (Espagne). 
SoLVYNS (Albert), 7, avenue de la Place-d' Armes. — Gand. 
SoREiL, ingénieur. — Maredret sous Sosoye, par Anthée (Namur). 
DE Sparre (C**), professeur aux Facultés catholiques de Lyon, château 

de Vallière. — Saint-Georges-de-Reneins (Rhône — 

France). 
Spina, S. J. (R. P. Pedro), Colegio de S. Juan Nepomuceno. — 

Saltillo (Coahuila — Mexique). 



Springael (Auguste), ingénieur, 1, rue Valiez. — Uecle. 

Stainier (Xavier), 78, chaussée de Wavre. — Bruxelles. 

Stillehans (chanoine A.), docteur en philosophie et lettres, prési- 
dent du Grand Séminaire. — Gand. 

Stinglhamber (Emile), docteur en droit, 51, rue des Minimes. — 

Bruxelles. 

Stoesser (Alphonse), directeur-gérant de la Société anonyme du 

charbonnage de Sacré-Madame. — Dampremy (Hai- 
naut). 

Stofpaes (abbé), licencié es sciences, 54, boulevard Vauban — Lille 

(Nord — France). 

Storms (abbé Camille), curé de Ganshoren, par Jette (Brabant). 

Storhs (John), 57, rue des Champs-Elysées. — Bruxelles. 

Storms (Raymond), 13, rue du Président. — Bruxelles. 

Struelbns (Alfred), docteur en médecine, 24, rue de THôtel-des- 

Monnaies. — Saint-Gilles (Bruxelles). 

SucHETET (André), iO, rue Alain Blanchard. — Rouen (Seine-Infé- 
rieure— France). 

Suttor (Eugène), ingénieur honoraire des ponts et chaussées, i9, rue 

des Bogards. — Louvain. 

SwoLPS (chanoine), professeur au Petit-Séminaire. — Malines. 

Tatmans (Emile), avociit. — Mont-Saint-Guibert (Brabant). 

Teixbira (Gomes), professeur à l'École polytechnique. — Porto (Por- 
tugal). 

Tercelin (Félix), rue du Mont-de-Piélé. — Mons. 

Theunis (Auguste), répétiteur à l'Université, 85, rue de Tirlemont. 

— Louvain. 

Thibaudibr, ingénieur de la marine. — Rochefort-sur-Mer (Charente- 
Inférieure — France). 

Thibaut (L.), ingénieur. — Châlelet (Hainaut). 

Tbiébauld (Charles), avocat, 60, rue Saint-François. — Bruxelles. 

Thirion (Alphonse). — Sclayn par Namëche (Namur). 

Thirion, s. J. (R. P.), il, rue des Récollets. — Louvain. 

TiMMERiiAns (François), ingénieur, directeur-gérant de la Société 

anonyme des ateliers de construction de la Meuse, 
24, rue de Fragnée. — Liège. 

ToRROJA Y Caballé (Eduardo), architecte, professeur & la Faculté des 

sciences de TUniversité, callc Duque de Alba, 15, 9*. 

— Madrid (Espagne). 
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Tras, s. J. (R. p.), professeur au collège de la Paix. — Namur. 
DE Trazegnies (M"). — Corroy-le-Château, par Gembloux. 
DE T*Serclae$ (Mgr Charles), président du Collège belge. — Rome. 
DB T'Serclaes (C^' Jacques), capitaine au i^'rég. d'artillerie, i06, 

rue Marie-Thérèse. — Louvain. 
t*Serstbvens (Léon), 5:2, boulevard Bischoffsheim. — Bruxelles. 
Ttkort (Emile), ingénieur civil. — Perck, par Vilvorde. 
d*Ursel (C** Âymard). capitaine d'artillerie, 25, rue de la Science. — 

Bruxelles. 
d*Ursel(C** Charles), gouverneur de la province du Hainaul. — Mons. 
DU Val de Beaulieu (C% 55, avenue des Arts. — Bruxelles. 
DE LA Vallée Poussin (Charles), de l'Âcadénn'e royale de Belgique, 

professeur à TUniversité, 490, rue de Namur. — 

Louvain. 
Van Abrtselaer (chanoine), directeur de l'Institut S^-Louis, i2i,rue 

du Marais. — Bruxelles. 
Van BiERVLiET (Alb.), professeur à FUniversité catholique, 39, rue 

des Joyeuses- Entrées. — Louvain. 
Vanden Berg (Charles), notaire, place Saint-Paul. — Liège. 
VANDEN Branden DE Rbeth (Mgr),Évéque d'Erythrée, au Collège Belge. 

— Rome. 
Vanden Broeck (Arthur). 85, rue Jourdan. — Bruxelles. 
Vandbn Gueyn (abbé Gabriel), supérieur k Tlnstitut Saint-Liévin. — 

Gand. 
Vanden Gheyn, S. J. (R. P. Joseph), 35, rue de Sèvres. — - Paris. 
Vanden Peereboom (E.), ingénieur, i5, rue d'Artois. — Liège. 
Vandbn Peereboom (Jules), ministre des chemins de fer, postes et 

télégraphes. — Courtrai. 
VANDEN Steen DE Jehay (C" Hcrmanu), capitaine d'état-major, 

6, avenue Louise. — Bruxelles. 
VANDER Bruggen (B"" Mauricc), rue du Gouvernement. — Gand. 
Vander Haeghen (William), avocat, 44, rue Berckmans. — Bruxelles. 
Vander Smissen (Edouard), avocat, 16, rue du Gouvernement- 
Provisoire. — Bruxelles. 
TANDBR Stratbn-Ponthoz (C^' François), 13, rue de la LoL — 

Bruxelles. 
Vander Voordt (Jules), ingénieur, 83, marché aux Chevaux. — Anvers. 
Van de Woestyne (chanoine), professeur au Grand-Séminaire. — 

Bruges. 
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Va!v Dobpe (Jules), docteur en médecine, 297, rue Rogier. — Bruxelles. 
Vah DaifcCHE, docteur en médecine, rue de TOuvrage. — Namur. 
Van Obomme, docteur en médecine, rue des (Chartreuses. — Bruges. 
Van Gameben (chanoine), rue du Bruul. — Matines. 
Vah Goidsnoven, docteur en médecine, 45, rue de la Casquette. — 

Liège. 
VAif Reerbbrghbn, docteur en médecine, 161, chaussée d'Ixelles. — 

Bruxelles. 
Vanndtelli (S. E. le cardinal). — Rome. 
Van Obtroy (Fernand), lieutenant adjudant- major au i'' régiment 

de chasseurs à cheval, 14, rue Saint-Jean. — Tournay. 
Vah Overloop (Eugène), sénateur, 48, rue Royale. — Bruxelles. 
Van Segvelt (Edmond), lia, boulevard des Arbalétriers. — Matines. 
Van Tricbt, S. J. (R. P.), 11, rue des Récollets. — Louvain. 
Van Zeebroeck (abbé) , directeur à TÉtablissement des Sœurs-Grises. 

— Diest. 

Van Zcjylen-Orban (Gust.), industriel, 8, quai de Tindustrie. — 

Liège. 
Vaultrin, inspecteur des forêts, 30, rue Saint- Vincent — Foix-sur- 

Ariège (Ariège — France). 
Vazquez Illa (Ricardo), comandante de infanteria, calle de la Cate- 

drat, 9. — Valladolid (Espagne). 
Vennehan, docteur en médecine, professeur à l'Université.-- Louvain. 
Vercrdtsse (Victor), 61, rue de France. — Courtrai. 
Verhblst (abbé), professeur à Tlnstitut Saint-Boniface, chaussée 

d*Ixeltes. — Bruxelles. 
Vbrriest (G.), docteur en médecine, professeur à FUniversité, 25, rue 

des Écreniers. — Louvain. 
Vicaire (Eugène), ingénieur en chef des mines, 50, rue Gay-Lussac. 

— Paris. 

Vicent, s. J. (R. p. Antonio), Cotegio de San José. — Valencia 

(Espagne). 

Vilain Xlili (V**), sénateur, 11, rue du Trône. — Bruxelles. 

Villafuebte (Eliodoro), presbitero, 86, ca|te de las Delicias. — Santiago 

(Chili). 

ViUACJME, S. J. (R. P.), professeur de physique, maison Saint- 
Augustin. — Enghicn. 

DE ViLLEGAs DE Saint-Pierre (C** Ulrîc). — Gaushoreo par Jette (Bra- 

bant); ou 1, rue de Spa. — Bruxelles. 
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DE Vïlleks-Vergauwen, 12, marché au Lin. -- Gand. 

ViLLiÉ, professeur aux Facultés catholiques, 78, houlevard Vauban. 

— - Lille (Nord — France). 
ViNES (R. P. Benilo), direclor del Observatorio, colegio de Belen. — 

La Havane (Cuba). 
ViSART DE BocARMÉ (C" Amédéc), bourgmestre de Bruges. 
DE VocBT (abbé), curé de Zeelst, par Eindhoven (Brabant-Septen- 

trional — Pays-Bas). 
DE VoRGEs (E. Domet), 74-, rue MiromesniL — Paris. 
Walravens (abbé Adelson), directeur du collège d'Enghien. 
Ward (John), ingénieur civil, 75, boulevard de Waterloo. — Bruxelles. 
Warlomont (René), docteur en médecine et en sciences naturelles, 

médecin de bataillon au 5* lanciers, 1, rue Longue. — 
Bruges. 
Wasseige (Armand) banquier, 2**'', rue Godefroid. — Namur. 
Wautelet(A), ingénieur à l'usine h gaz. — Roubaix (Nord — France). 
DE Wavrin (M**), château de Ronsele (Flandre-Orientale). 
DE Weck (abbé A.), missionnaire apostolique. — Fille-Dieu sous 

Romont (Canton de Fribourg — Suisse). 
Wéry (Vincent), président du tribunal de l""* instance, 4, rue des 

Telliers. — Mons. 
WiTTMANN (Jules), doctcur en médecine. — Malines. 
WiTZ (Aimé), professeur aux Facultés catholiques, 104-, boulevard 

Vauban. — Lille (Nord — France). 
WoLF, membre de l'Institut, 95, rue des Feuillantines. — Paris. 
DE WouTERs (chanoine). — Braine-le-Comte. 
DE WouTERs fCh" Lambert), Rotselaer, par Wespelaer (Brabant). 
WouTERS (abbé Louis), professeur de sciences naturelles au Collège 

Saint-Rombaut. — Malines. 
Zech (Guillaume), négociant. — Braine-le-Comte. 
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Liste des membres décédés. 

(Avril 1888-mai 1889.) 

C^ Charles cIIAspremont-Lynden Haliinnes. 

Fernando Bernâldbz Madrid 

Fr. DE Cannârt d*Hamale Malines. 

R. P. Gâkbonnelle, s. J Bruxelles. 

Chan. GoLSON Bierbais. 

D' CousoT Dinant. 

D*" L. Delgeur Anvers. 

Max Deprez Mons. 

B**" G. DE JoiGNY Bruxelles. 

Jules Lava BruxcUrs. 

V*" DE Patin de Langeharck Langemarck. 

Narciso Romero Madrid. 

D' Schneider Bruxelles. 



Listes des membres Inscrits dans les sections. 



V' Section. 



Mathématiques, Astronomie, Géodésie. — Mécanique. — Génie ctvii et militaire. 



MM. Antoine d'Abbadie. 
Adan de Yarza. 
R. P. Alcolado, S. J. 
Baule. 

Théodore Beipaire. 
R. P. de Benazé, S. J 
Pe« Boncompagni. 
Boussinesq. 
du Boys. 
R. P. Braun, S. J. 



MM. N. Breithof. 
L. de Bussy. 
Joseph Carnoy^. 
Abbé Claseo. 

Abbé Coppielers de SlociLbove. 
L. Cousin. 
R. P. Deisaulx, S. J. 
J. De Tilly. 
Dusausoy. 
R. P. d^Esclaibes, S. J. 
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MM. Ëyuaud. 
Frauc. 

Gaulhier-Viliars. 
Abbé Gelin. 
Ph. Gilbert. 
Goedseels. 
Bo° G. Greindl. 
de Grossouvre 
C*« François de Grunne. 
Guyétand. 

Halon de la Goupillière. 
Charles Hermite. 
lôiguez. 

Général Jacmart. 
Jenner. 
Jimeno. 

Amiral de Jonquières. 
Camille Jordan. 
R. P. Jouberl, S. J. 
Lacor. 

R. P. Lafont,S.J. 
Charles Lagasse. 
Camille Lambert. 
R. P. Dom Lamey. 
A]|bé Bruno Lefebvre. 
C. Le Paige. 

C^*^ (>harles de Liedekerke. 
de Lisleferme. 
Léon de Locht. 
R. P. Lucas, S. J. 
Paul Mansion. 
de Marsilly. 
C^de Maupeou. 



MM. J. de Mendizabal. 
Micha. 

Général John Newton. 
Nisol. 
J. Nyssens. 
P. Nyssens. 
d'Ocagne. 
Pasquier. 
R. P. Pépin, S. J.' 
M. Perez. 
R. P. Perry, S. J. 
Chanoine Piscé. 
V»e de Salvert. 
Sanz y Lopez. 
P. Sanz. 
O* de Sparre. 
Stoflfaes. 
Suttor. 
Teixeira. 

R. P. Thirion, S. J. 
François Timmermans. 
Torroja. 

C»e Jacques de TSerclaes 
C^Aymard d*Ursel. 
E. Vandenpeereboom. 
Abbé Van Zeebroeck. 
Vazquez Illâ. 
Vicaire. 
Villafuerle. 
Villié. 
John Ward. 
Aimé Witz. 



^♦* 
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â« Section. 



Physique. — Chimie. — Métallurgie. — Météorologie et Physique du Globe. 



•♦# 



MM. Alfageme. 
A. Béchamp. 
Charles Blas. 
Alfred q^londel. 
Bonamis. 

Auguste Bonnevie. 
Branly. 
Bruyiants. 
Antonio Casares. 
Chautard. 
R. P. Choné, S.J. 
Abbé J. Deiorge. 
Herman De Prêter. 
A DevKier. 
François Dewalque. 
Dincq-Jordan. 
André Dumont. 
R.P. Dumont, S. J. 
Dulordoir. 
Feliù y Perez. 
R. P. François, S. J. 
R. P. George, S. J. 
Gérard. 
Giliet. 

R. P. Granero, S. J. 
Gravez. 
Grisar. 

Hector Henry. 
Louis Henry. 
Kennis. 



MM. René Kerviler. 

Jules Lagasse 

Lambiotto. 

Lemoine. 

Malisoux. 

M en en s. 

Lucien Misonne. 

M'* de Montgrand. 

Joseph Mullenders. 

Oldenbove. 

R. P. O'Malley, S. J. 

Louis >'ève. 

Ouverleaux. 

Pichault. 

Abbé Pirard. 

G. Planté. 

Abbé Raclot. 

Abbé Ravain. 

R. P. de Regnon, S. J. 

de Souza Gonzalvès. 

Springael. 
% Auguste Theunis. 

R. P. Tras,S.J. 

Tykorl. 

A. Van Bierviiet. 

Jules Vander Voonlt. 

R. P. Van Tricht, S. J. 

R. P. Villaume, S. J. 

R. P. Viûes, S. J. 
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5« Section. 



Géologie, Minéralogie. — Botanique. — Zoologie. — Paléontologie. — Anthropologie f 

Ethnographie, Science du langage. — Géographie. 



Mgr Abbeloos. 
MM. d'Acy. 

Fr. Alexis. 

Aimera. 

ArcelÎD. 

C^« Alb. d'Auxy de Launois. 

Ch. Baguet. 

Bâillon. 

Bapst. 

Abbé Bardin 

Ero. Bayet 

C»« H.deBeauflfort. 

Bernardin. 

M'* de la Boëssière-Tbiennes. 

Al)bé Boulay. 

Abbé Bourgeat. 

Buisserel, Anat. 

Buisseretf Jos. 

Casares Firmino. 

Dassonville. 

Abbé De Brouwer. 

R. P. Delattre, S. J. 

Cbanolne Delvlgne. 

Abbé Descamps. 

Abbé Delierre. 

Gustave Dewalque. 

Dollo. 

Abbé Ducrosl. 

Max Dugniolle. 

Fauvel. 

R. P. Fila. S. J. 

Flahauli. 



MM. Floren, 

Docteur Foersler. 

Fontaine. 

Abbé de Foville. 

R. P. Gerste, S. J. 

Grand'Eury. 

Griuda. 

Abbé Hamard. 

C^*" de Hemptinne. 

C*« d^Hemricourt de Grunne. 

Abbé Joseph Heryier. 

R. P.Heude,S.J. 

R. P. Kirsch. 

Charles de Kirwan . 

Godefroid Kûrth. 

Abbé Laleu. 

A. de Lapparent. 

Abbé Ferdinand Lefebvre. 

C»« G. de Lichtervelde. 

0« Adolphe de LimburgStirura. 

Edouard Marlens. 

Martinez y Saez . 

Abbé Mélinge. 

R. P. Mir, S. J. 

Abbé Monchamp. 

Mi* de Nadaillac. 

Perez Moreno. 

Puga. 

Abbé Rachou. 

R. P. Ratbouis, S. J. 

Ramirez. 

Abbé Renard. 
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MM. Ëm. de la Roche. 
R. P. Rojas, S. J. 
H. Sirel. 
L. Siret. 
Abbé Smets. 
M'" del Socorro. 
E. del Solar. 
Albert Solvyns. 
StaÎDJer. 
John Storms. 
R. Storms. 
Chanoine Swolfs. 
0« Charles d*UrseI. 



MM. Charles de la Vallée Poussin. 
R. P. Van den Gheyn, S. J. 
Abbé G. Van den Gheyn. 
Van Drèche. 
Van Ortroy. 
Van Overloop. 
Van Segvelt. 
Abbé Verhelst. 
R. P. Vicenl, S. J. 
Abbé de Vocht. 
de Vorges. 
M**de Wavrin. 
Abbé Woulers. 



4« Section. 

Anatomie, Physiologie, -^ Hygiène. -- Pathologie, Thérapeutique, etc. 



MM. Augier. 

Barcia Caballero. 

Borginon. 

Abel Bourdeau 

Brihosia. 

Charlier. 

G. Cousot. 

P. J. E. Cranincx. 

Cuyiits. 

Debaisieux. 

Desplats. 

A. Dumont. 

A. Faucon. 

Feijeiro. 

Finlay. 

Xavier Francolle. 

Gallez. 

Goix. 

Goris. 

Haan. 



MM. R. P. Hahn, S. J. 
Hayoit. 
Heymans. 
Houze. 

Eugène Hubert. 
Janssens. 

Alexandre Lagasse. 
Lebon. 

Charles Ledresseur. 
Lefebvre. 
E Masoin. 
Jules Matagne. 
Michaux. 
Miot. 
Mœller. 
Obet. 
Proosr. 
Reynaerl. 
Schobbens. 
Struelens. 
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MM. Van Dorpe. 
Van Goidsnoven. 
Van Keerbergben. 
Venneman. 



MM. Verriest. 

R. Warlomonl. 
Wittmann. 



6* Section. 

Agronomie, — Économie sociale. Statistique. — Sciences commerciales 

Économie industrielle. 



MM. Adolphe Berleur. 
Viclor Bonnevie. 
Ern. de Borman. 
Armand Brifaut. 
Jules Cartuyvels. 
Davignon. 

P«' Gustave de Croy. 
P«' Jusle de Croy. 
Herman De Baets. 
Tony De Bruyn. 
Camille De Jaer. 
De Lantsbeere. 
De Marbaix. 
É. Descamps. 
Ferdinand Dobet. 
Focillon. 

Paul de Geiiacbp. 
Grandmont. 
Grenier. 

Bon de Haulleville. 
O* de Hemptinne. 
J. Houtart. 
Claudio Jannet. 
V»« Eugène de Kerckhove. 
Paul Lefebvre 
Legrand-Benoit. 
C»« Ferdinand Le Grelle. 



MM. G^' Edouard de Liedekerke. 
Emile Limpens. 
Henri Mayer. 
Léon de Monge. 
Cb" de Moreau d'Andoy. 
Oilo. 
Pecber. 
Pelligero. 
A. de Ponibière. 
P« de Rubempré. 
Henri Saey 
Henri Schmidt. 
Tbéopbile Smekens. 
Emile Stingibamber. 
Cbaries Tbiébauld. 
Léon fSerslevens. 
E. Vander Smissen. 
C** Fr. vander Stralen-Poniboz. 
Van Zuyien-Orban. 
V»' Vilain XIIIL 
Ct« Ulric de Villegas de Saint- 

Pierre. 
C»« Amédée Visart. 
Abbé Adelson Walravens. 
Armand Wasseige. 
Vincent Wéry. 
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1887-1888. 



Présidtnty M. le General Jachart. 
i" Vice-Président j M. François Dbwalque. 
2* Vice-Présidenty M. André Dumont. 
Secrétairey R. P. Carbonnelle. 
Trésorier^ M. Jules De Bruyn. 

MM. le M^ DE LA Boéssière-Thiennes. 
Fr. de Cannart d'Hahale. 
L, Cousin. 
F«. Delgecr. 
Chaooioe Dbltignb. 
G. Dewalqce. 

Ph. GiLRERT. 
E. GOBDSSELS 

L Henry. 

Ch. Laçasse. 

ly Lefervre. 

P. Mansion. 

.\. Proost. 

I^n t*Serstb\ CNs. 

O* Fr. VANDBR Strate»- PoîtraoT 
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1888-1889. 



Président y M. Georges Lemoine. 
1" Vice- Président, M. Louis Cousin. 
2* Vice-Président, M. Charles Lagasse. 
Secrétaire, R. P. Carbonnelle. 
Trésorier, M. Jules De Bruyn. 

MM. le M'* DE LA Boëssiére-Thiennes. 
L. Delgeur. 
Chanoine Delvig.ne. 
Fr. Dewalque. 
G. Dewalque. 
André Dumont. 
Ph. Gilbert. 

E. GOKDSEBLS. 

I.. Henry. 

GënërnI Jacmart. 

D*" Lefebvre. 

P. Mansion. 

A. Proost. 

Lcon t'Serstevens. 

C^ Fr. VANDER Straten-Ponthoz. 
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1887-1888. 



i" Section. 

Président, R. P. Pbrry. 

Vice- Présidents y MM. Mansion ei Cousin. 

Secrétaire, M. Dutordoir. 

2« Section. 

Président, M. Fr. Dewalque. 

Vice- Présidents, M. L. Thibaut et R. P. Van Tricht. 

Secrétaire, M. A. Van Riervijet. 

3« Section. 

Président, R. P. Vanden Gheyn. 

Vice-Présidents, MM. L. Dblgeur et chanoine Delvigne. 

Secrétaire, M. A. Ruisseret. 

4« Section. 

Président, M. Schneider. 

Vice-Présidents f MM. Venneman et Moeller. 

Secrétaire, M. Ach. Dumont. 

i$« Section. 

Président, M. Paul de Gerlache. 

Vice- Présidents, MM. De Marbaix et Cli. Thiébvuij) 

Secrétaire, M. L De Lantsheere. 
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1888-1889. 



l'e Section. 

Président, M. Tabbé E. Gelin. 

Vice-Présidents, MM. de Jonquières et E. Suttoh. 

Secrétaire, M. Dutordoir. 

S« Section. 

Président, M. Fr. Dewalque. 

Vice-Présidents, MM. L. Thibaut et R P. George. 

Secrétaire, M. A. Van Biervliet. 

3* Section. 

Président, M. Ch. de Kirwan. 
Vice-Présidents, MM. H. Siret et L. Delgeur. 
Secrétaire, M. A. Buisseret. 

4« Section. 

Président, M. Venneman. 
Vice-Présidents, MM. Cuylits et Moeller. 
Secrétaire, M. A. Dumont. 

â« Section. 

Président, M. Paul de Gerlache. 

Vice-Présidents, MM. De Marbaix et Ch. TniéBArLD. 

Secrétaire, M. L. De Lantsiieere. 



SESSIONS DE 1888-89 

KXTRIITS DIS PROCtSfIRBllI. 

La Société a tenu trois sessions pendant cette douzième année: 
La première, le jeudi 27 octobre 1887 ; 
La seconde, le Jeudi 26 janvier 1888 ; 
Et la troisième, le mardi 3, le mercredi 4 et le jeudi S avril 
1888. 

SÉANCES DES SECTIONS 



Première section. 

Jeudi, 27 octobre 1887. — M. Goedseels expose une méthode 
pour la multiplieaiion de deux déterminants d*ordres différents» 
et Tapplication de cette méthode à la généralisation d*un théo- 
rème sur les déterminants adjoints. 

M. Mansion expose une conjecture relative à une table con- 
tenue dans le papyrus Rhind, traduit par Eisenlohr. « Dans ce 
manuel très ancien d*arithmétique égyptienne, on trouve une 
table de décomposition des fractions 

2 2 2 2 2 2 2 

— » ^» — » •••» — » — ^» — ^ f —— 

5 7 9 93 95 97 99 



en quantièmes, cest-à-dire en fractions à numérateur égal à 
Tunité. Voici, par exemple, quelques-unes de ces décompositions : 



2 111 


2 112 111 


13~8 ' 52 ' 104' 


15 lO"*" 30' 17 12"*" 51 "*" 68 


2 111 


2 11 12 11 


95 60 380 570 


97 — 56 * 679 * 776 99~"66 * 198 
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On s'est demandé comment les Égyptiens ont pu construire 
cette table. M. Cantor a fait observer que, pour toutes les frac- 
tions à dénominateur multiple de 3, la décomposition est effectuée 
d après le type suivant: 

2 _ 1 1 

• 3Ïï~" 2n 6w* 

Mais on n*a pas indiqué, que nous sachions, le principe qui a 
guidé les arithméticiens des bords du Nil dans les autres décom- 
positions. 

Ce principe semble le suivant : Entre tontes les décompositions 
possibleSy choisir celle qui conduit à une dernière fraction de 
dénominateur le plus petit. Toutefois, entre deux décomposi- 
tions conduisant à des dernières fractions peu différentes, on 
préférera choisir la fraction de dénominateur le plus grand, si ce 
dénominateur est divisible par 2 et par 3. 

Exemple : 

2 _ 1 i 

T? "" 9 "*" T55' 

2 111 



17 10 85 170 

2 1 

— = h fractions comph'quées, 

17 11 F H , 

2 _ 1 f 1 

Î7 ~" Î2 "^ 5Î "*" GS' 

2 1 

— = — -♦- fractions compliquées. 
17 13 ^ ' 





2 111 1 




17"" 14 * 34 "*~ G8 * 476* 


m 


2 111 1 


• 


17 15 ' 34 * 85 ' 102 




2 1111 1 




17 16 * 34 ^ 68 * 136 ' 272 
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De ces huit décompositions, c est la quatrième qui est donnée 
dans le papyrus traduit par Eisenlohr. On y trouve encore 



2 i 



23 i:2 276 

On aurait pu prendre • • 

2 1 i 1 i 
ïs'^âii)"*' 46"*" 92'*'23Ô 

Le dénominateur 330 est inférieur à 376, mais, outre que la 
première décomposition ne contient que deux fractions, toutes 
deux ont un dénominateur divisible par 3, ce qui permet de 
multiplier aisément ^ par ce nombre. On trouverait 

Pour ^, Tauteur égyptien donne la décomposition 

2 1 1 

99"'66'*' 198' 

où les deux dénominateurs 66 et 198 sont encore divisibles 
par 6. Cette décomposition est donc préférable à la décomposi- 
tion 

!2 1 1 

99 "" ÛÔ "*" ÎTÔ' 

qui no permet pas aussi aisément la multiplication de ^ par 3. 
En résumé, le» dvcotnpositions de la table du papyrus sont 
toujours, à un point de vue ou à un autre, plus simples que toute 
autre dvvomposition possible. 

M. (lilbert fait part h la section de ses recherches sur un 
point de la théorie des intégrales déiinies;ces recherches on| 
pour but do trouver une fonetit)n de x qui ne tende pas vers 
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quand x tend vers oc, et dont Tinlégrale soit néanmoins finie. La 
représentation géométrique de certaines fonctions semble démon- 
trer que le problème n'est pas insoluble; cependant celles dont 
M. Gilbert a jusqu'ici achevé lëtude à ce point de vue se 
trouvent avoir une intégrale infinie. — M. Mansion fait observer 
que P. Dubois- Raymond a trouvé une fonction du genre de celles 
que recherche M. Gilbert. 

M. Mansion, dans la note suivante, établit d'une façon générale 
un théorème sur les invariants et les covariants, dont il avait 
donné antérieurement, dans une revue mathématique anglaise, 
une démonstration comportant encore une restriction. 



/¥o$^ «fo M» JIF» MmnMio— 

sur la définition des invariants et covariants. 

1. La définition habituelle d'un invariant (ou covariani), telle 
qu'on la trouve dans Pouvragede Salmon et dans d'autres traités, 
est la suivante: « On appelle invariant (ou covariant) une fonc- 
tion F(l) des coeilicienis (et des variables) d'une ou phisieurs 
formes algébriques, telle que, si Ton effectue dans ces formes 
une substitution linéaire, la fonction semblable F (2) des coeili- 
cients (et des variables) des formes transformées soit égale à la 
fonction primitive multipliée par une puissance du module de la 
transformation. » 

M. E.-B. Elliott a remarqué récomment que l'on peut rem- 
placer les derniers mots par les suivants : « multipliée par un 
facteur T dépendant uniquement des coefficients de la trans- 
formation linéaire», et il a montré, dans le cas d'un invariant 
d'une forme unique, que cette définition plus large équivaut à 
la première (Messenger of Mathematics^ nouvelle série, t. XVI, 
n» 1, mai 1886, pp. 5-8). 

Comme nous l'avons fait observer dans le même recueil (Ibid., 
pp. 127-1 29, déc. 1886-janv. 1887), avant M.EIliotl,M. C.Jordan, 
dsiiis son Cours d'analyse (t. I,pp. 357-358, 1882) avait établi le 
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iiu^tiio llif^on^iiM* <l(! In même manière, aussi bien pour les cova- 
rlMiilN (|U(* pour le« invarlHiitH. Cette démonstration s*appuie sur 
\v IcMUMio Kuivant : « (In déterminant A =3 (abc... h) à éléments 
ifU0lvniitjuvH n'a iCnutro dimeur algébrique que lui-même », 
loiiimo <|nH VH\ aNHO/. faeilo de démontrer. Soit, en effet, d un 
diviMiMir al^(H)ri(|ue de A; il est nécessairement, comme A, du 
prohiier de^rt^ par rapport 6 toutes les lettres qui y entrent. 

A--tt,Ai » ft,U, ♦ î\i\ k »»• ♦ A, 11,, ^ -«1*1 * 6,S| H-Civ,-!- .. -H^jjj,, 

1.0 t|MOtiont ^ do A par S sera égal à (A|:jt,), qui doit être un 
»bNMïbiYOU on poIjoAnuMMOior «^pal aussi à (B| : ^,), (C| : y,), ..., 
V ll| if^ K ISiiïtqoo f/ — • ^A| ; A|)» il no iHmnoni aucune des lettres 
\\\\\ \\\m\\\\\^\\\ dans A| oVsl iV-dirt' aucun dosa (ni aucune des 
loMiN^x artWuv> do Tohli^v H ; pour dos misons analogues, il ne 
^NvoMoni ^uouu dos 6|, aucun dos o. ..,, aucun des h : donc q est 

MMI^\MlH|UO. 

U. IV^o^i n^mv ^^niolo du ,lf^,<i&^3W*. îHHis airxMis èiè plus ioîn 
x^x^ox >^ N>^' uH^i^^hV CI doî^sus^ on t^îssaxani Je démontrer le 
0\>s^^V^\o x\nxx^nu >^)mis u^^i^i^'ii moni 0)i n^ainis eiMlroiis du 
M\%^h^ d>^ S^l^^>"^^ o\ xUos U^ ATiis d'jii«3f>rtî invanamok^psies : 

Vï>^ x^îN^"^"^ >5^\%ï^< >|irx^4^ H^<^v ^Vî^ f ^? ' ^"^^ ï^vw"^* w«r nfy«(«t «tic 
y^vy\.. V ,,»\v\ vv*rf>^,,.sv\ xV '«^ . »*w^v»A 'i^vî'fXt $>i iivHvr 0eîi ÎM M f^ 
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* 2* Soient, s'il est possible, F(1) el F (2) toujours siraullané- 
ment nuls, sans que Ton ait F (2) = T.F (f ). Posons 

/(l), cp(l),^p(l), ... étant les facteurs premiers de F(!). On 
aura, de même, 

F (2) « f{^y f (2)' ^ (2r ... 

Quand /'(1)=0, on ne peut pas avoir tp (1) =0 ou (p (1) = 0, 
en laissant dans ces fonctions toutes les lettres arbitraires, sauf 
une; car, si Ton avait, par exemple^à la fois, /'(1) = 0, 9(1) = 0, 
d*après la théorie du plus grand commun diviseur, /"(!), ?(1), 
auraient un facteur commun. De mémo, on ne peut avoir simul- 
tanément /'(2) = 0, 9 (2) = 0, ^ (2) = 0, dans la même hypo- 
thèse. 

Supposons maintenant /'(1)=0. Je dis que /'(2) = 0. En 
effet, /•(1) = entraîne F(i) = et, par suite, F(2) = 0, 
c'est-à-dire f(2) = 0, ou cp (2) = 0, ou ^ (2) = 0. Si Ton avait 
f (2) = 0, cette relation subsisterait quelle que fut la transfor- 
mation ; donc, en particulier, dans le cas où les variables seraient 
simplement multipliées par une même constante k. Mais alors 
cp (2) = ft* ?(^)' On aurait donc simultanément A* y (1 ) = ou 
ç(l)==0, et /'(1)==0, ce qui est impossible. On doit donc 
admettre que /'(2) =0, /"(l) = simultanément. 

Exprimons f(2) au moyen des variables et des coefficients 
primitifs et posons /*(2) = 5f (1). Les fonctions premières %(1), 
/*(!), de même degré, s'annulent en même temps; elle ne diffèrent 
donc que par une constante. Il en est de même de 9(2), 9 (1), 
de ^|;(2), ^ (1); donc enfin, de F(2) et F(l), ce qui démontre 
le théorème. 

Jeudis 26 janvier 1888. — M. Gilbert expose la suite de ses 
recherches sur un point de la théorie des intégrales définies. (Le 
travail de M. Gilbert a été publié dans le Bulletin des sciences 
mathématiques de Darboux, 2* série, t. XII, 1" partie, 
mars 1888, pp. 66-76.) 

XII. d 



.-■^ .'■ 



M. pAMpilrr fnit Thifiloriquc du Canon des Éclipses d'Oppolzer. 

M. Miumioii prmuiUf \iu (ravnil de M. Tabbé B.-I. Clasen sur 
Ivn (^(|Ma(ionfi du |)r(*mier degri^ et en fnit en même temps 
rnimly^r. 

pur Ir nu^nioirr de M. Tahlu^ H.-l. Clasen : Sur une nouvelle 
mH/mh th vpsolution (t¥S èqimtiofis linéaires et sur Vapplica- 
U\m dp vpfh mpthude au calcul des déterminants, 

it (M>Jpt dp r(* mémuirp. liOs diverses méthodes élémeii- 
iMiivs do rtV'ioluiiou dos (W)uation$ linéaires exposées dans les 
irMÎIés d «l|ti^hro (^méihodos \\i\r iH>m|U)raison, par substitution 
01 |Hir Mddilinu ol 90U9U«olion) uo dilTorent i^as, au fond. Tune 
do r«^MUv ol prtWutoul loulos les mémos inet>uvéuionis. Du 
m^MUoui quo \\m\ iHmsidéiv plus do doux équations» elles intro- 
duÏM'^U u^vsMiiromout, dans los é^jualitnis auxiliaires qui con- 
duiMMU auv \alours do^^ iu\\\uuuos. dos facttHirs communs i tous 
Uv5 iNvrth^^HU? do \Yllos-oi. A cause do ctHte eirconsUDce» au 
(HMUI do >uo pratique, losi^Unds uumôHquo$ sont plus pénibles 
quM^ iw^ doxvAH'ui IVux' ou au |Hmu do ^uo ihô^^ue, il est 
^♦^rtîs^K^ d'anix^^. I^r \>ouo \>\h\ aux formules fi^nènlcs dooiiant 
>t"^\ \aKH^^> ^K^5 ùHvmuH'ife. 

t a iKiSM^' di!^ ^Wi^^muMuis ^«>^i la moibode e^uîrateoie des 
^v:«*ltfî^^>a^^^>^ ^ti" IVfsMU^ a^ikImu à %N^ for.viiVcs (Kmnles; 
m*'\. ^^' j>^iHî^>N\ HKh 3»i^»h jmx^ik sw^r.k^ lian: il «4 fimidieux 
x^ v>j^>oW ^vi vM^H^^warti ^ |^4)s ^io i^ omm^is^ ati ■Himi 
Wt ?8«^N w YNN.rs. ^it^Ti mim^r^ tV >a«>i wirn^wv « 4>insi de sMe. En 

\*^^ivv ^Nv f^\sk>i^*jon, ^'#«.-ivs v^SNîfs onN»r!f amit trmer les 

\ % rrsvfr/vV ^^♦;xv?^«* vt< ¥. Tj^hK" 0*li>i,^r ^>ai. imu iViiHide^ve 
^^f«C»v. ?^»^' ^'i'^nN'»r»i»î!V '<fiV «\»K> ^n ivujs nnriiiiins |i)(k^ 
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d'abord, elle signale et fait disparaître les facteurs communs aux 
divers coefficients des équations auxiliaires aussitôt qu'ils se 
présentent; ensuite, elle diminue de plus d'un cinquième le 
nombre des opérations numériques, grâce à l'existence de cer- 
tains coefficients égaux dans les équations auxiliaires. 

Au point de vue théorique, elle conduit d'une manière pro- 
gressive, dans leur ordre naturel, à tous les résultats que donne 
l'emploi direct des déterminants, et cela par des calculs réver- 
sibles, qui rendent inutile toute vérification des valeurs trouvées 
et permettent de traiter immédiatement les cas où il y a indéter- 
mination ou incompatibilité. 

Par contre-coup, la méthode des coefficients égaux (comme il 
nous semble qu on pourrait l'appeler) conduit à un procédé nou- 
veau de calcul numérique des déterminants, beaucoup plus 
expéditif que le procédé ordinaire. 

L'auteur expose la méthode nouvelle sous une forme élémen- 
taire, en partant d'idées analogues à celles qui sont la base 
de la méthode des coefficients indéterminés. II en déduit les 
formules générales qui donnent les valeurs des inconnues, puis 
il montre que l'on retrouve ainsi les résultats auxquels conduit 
la théorie des déterminants. Enfin, s'appuyant sur cette dernière 
théorie, il établit d'une seconde manière les fondements de sa 
méthode. 

Dans notre analyse de son travail, nous emploierons unique- 
ment la théorie des déterminants, qui nous est plus familière 
et qui permet une exposition plus rapide, sinon plus claire, de la 
métliode des coefficients égaux. 

2. Exposition générale de la méthode des coefficients égaux. 

Premier groupe d'équations. Considérons, pour abréger, seu- 
lement cinq équations 



a|X -♦- 6,?/ -♦- c,2 •+■ rf|W -♦- «il? = /î, . 

a^x -+- 6...y -♦- c^z -t- d^u -♦- «îU = /*, . 

a^x -*■ bzy -4- CjZ -^ (Un -+- Cj»; = /i, . 

a^x 4- fc^y -^ c^z -+- d^u -*- c^o = Z'^, . 



(iO 

(is) 
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Second groupe. Éliminons x entre les deux premières équations 
en formant la combinaison — ^aCli) + 0^(12). Nous trouverons, 
en employant, pour désigner les déterminants, ici et dans la 
suite, une notation abrégée qui s'explique d'elle-même, 

{ab) y -¥• (ac) z -h (arf) u -♦- (ae) v = (af) . . . (2J 

Éliminons ensuite y entre (tf) et (%), en formant la combi- 
naison — (ab) (1 1) -I- 6| {^^). 
Il vient 

— Oi {ab) X -¥■ [6| (ac) — c, (ab)] z -^ [bi(ad) — (/| (ab)] u 
-*- [6| (ae) — e, (ab)] v = 6, (af) — /", (ab). 
Mais on a 

6| (ac) — Ci (ab) = 6, (a.c, — a^Ct) — c. («,6, — 0,6,) 

= Cl (6|C, — 6,c,) =* a, (6c) 

et de même pour les coefficients de u, v et le terme tout connu 
de la dernière équation. Donc, en divisant celle-ci par a^, elle 
devient 

— (a6) X ^ (6c) z -^ (bd) u -^ (6«) v = (6/) . . . (2,) 

II est clair que Ton peut aussi déduire directement celte rela- 
tion de (1|), (Ij), comme on Ta fait pour (Sj). 

Troisième groupe. Rapprochons maintenant les équations 

(20,(2,), (1 5): 

— (a6)x '^(bc)z-^(bd)uMbc)v = (bf), . . (â*) 

(ab)y -4- (ac)z -♦- (ad}u -♦- (ae )r = (a/), . . (i,) 
«•X -♦- 6i«/ H- CjS -♦- d|M -^ cjt? = /; . . . (i,) 

Multiplions la première par ^s, la deuxième par — 65, la troi- 
sième par (ab) et ajoutons ; il vinuira 

(abc) f -h (abd) u -h (abe) v = (abf) . . . . (3i) 

conmie on le trouverait, par la théorie [des déterminants, en 
éliminant x, y entre (li), (1|), (!»). 
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Éliminons z entre (Sj) et (Ss), en formant la combinaison 
(o6c)(25) — (ac)(33). L*équation résultante en y, t«, t; sera 



{abc){ab)y -+- [(ad)(a6c) — {ac){abd)]u -¥- 

[(ae) (a6c) — (ac) {abt)] v = (a/) (a6c) — {ac) {abf). 



(A) 



Calculons le coeiBcient de u. Nous avons, d'après les principes 
élémentaires de la théorie des déterminants, 



[ad) {abc) — (ac) (abd) = 



a, |]{| C| 

O] dj Ct 

c/i Oi 6| C| 

c/i a, bf c, 

dj fli bi Cj 



Oi 

a, 

(/« 

(/, 

rfs 






6, 




6, 




bi c, 


= 


bt c. 




65 C5 





a, 

(f, 

(/| Ot 

(/i 0, 

dz Os 



6, 

6, 

6i Cl 

6{ c« 

bs C5 



=— (a6)(acrf). 



On trouve de même 



(ae) (abc) — (ac) (ahe) = — (ab) (ace), 

(af) (abc) — (ac) (abf) = — (ab) (acf). 

L'équation (A) devient donc, en divisant par — (06), 

— (ate) y -♦- (acd) u -¥- (ace) v = (ac/^. . . . (3^) 

En éliminant z entre (2^) et (Ss), nous obtiendrons 

— (ab) (abc) x -+- u\{hd)(abc) — (bc) {abd)] 

•^ V [(6c) (abc) — (bc) (abe)] == (bf) (abc) — (6c) (a6/). 

On trouvera, comme plus haut, que les coefficients de u et v, et 
le second membre de cette équation, se réduisent respective- 
ment à 

— (ab)(bcd), — (a6)(6cc), —{ab)(bcfj. 
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En divisant par (ab) elle devient donc 

(tt6c) X -*- (bcd) u -*- (bcé) v = (bcf) (3|) 

Cette équation ne diffère de (3^) que par rechange des lettres 
a et 6, X et y, et évidemment, au point de vue théorique» elle 
peut s'en déduire sans nouveau calcul. 

Quatrième groupe. Rapprochons maintenant de cette équation 
(32), (33) et (1 4). Nous aurons le système 

{abc)x -+- (hcd)u -4- (bce)v = (6c/), . . (3,) 

— (abc) y H- (ac(l)u -^ (ace)v = {acf)^ . . (3,) 

(abc)z ■+■ (abd)u -+- (abé)v •=■ (abf), . . (5s) 

a^x 4- biy -+- CiZ -♦- r/^u -♦- e^i? = /i (i^) 

Ajoutons ces équations multipliées respectivement par ^ a^, 64* 
— C4, (abc); nous trouverons 

(abcd)u -^ (abcé)v = {abc/') (4^) 

Eliminons u entre cette équation et (33). Il viendra 

(a6c)(a6ccl)z-4-u[(a6e)(a6cf/)-(aW)(a6ce)]=(a6/)(a6cr/)-(fl6d)(a6c/').(B) 

Le coeilicient de v peut s'écrire — (abc) (abde) (*). On trouve 
de même, pour le terme tout connu de (B), — (abc) (abdf). 
Cette équation devient donc, après division par — (abc\ 

— [abcd) z -*- (abde) v = (abdf) (4») 

On trouve ensuite, par des calculs analogues, ou en remplaçant 
c par 6 ou a, z par y ou x, et inversement, 

(abcd)y -^ (acde)v ^=(acdf), (4,) 

— (abcd)x ■+• (bcdé) v = (bcdf) (4,) 

(*) L'aatear proate, d'une manière simple et générale, que Ton a l'égalité 

(abc.„gh){abc.,.ghi)—labc...gi){abc...ghh) 

{abc„,gM)sa . . .(L) 

[abc.gh) 



iLi 



*-! 
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Cinquième groupe. Multiplions maintenant (t^), (ij), (45), 
C*4)» ('»)> respectivement par û», — 65, c», — djj, (abcd) et 

ajoutons. Il viendra 

(abcde)v^=(abedf) (Sg) 

En éliminant v entre celle-ci et (^4), on trouve d'abord 
u (abcd) (abcde) «= {abcf) (abcde) — (abcé) [abcdf). 

Le second membre est égal à — {abcd) (abcef), et, par suite, on a 

— u (abcde) =* (abcef) (S^) 

On trouve de même 

z (abcde) = (abdef), (ôj) 

— y(abcde) = (acdef), (5,) 

X (abcde) 'S* (bcdef) (5|) 

Vérification des valeurs trouvées. Les calculs que nous venons 
dVxposer peuvent être tous effectués en sens inverse, de manière 
que des équations (5|), (S^), (83), (84), (5») on peut déduire les 
relations (1|), (K), (I3), (I4), (I5). Les systèmes (1) et (5) sont 
donc équivalents et il n'y a pas besoin, comme dans la méthode 
de résolution par les déterminants, de vérifier, par un calcul 
nouveau, les valeurs données par les équations (5), en les substi- 
tuant dans les équations (1). 

3. Cas d'indétermination et d'incompatibilité. Dans ce qui 
précède nous avons laissé décote les cas où les divisions indiquées 
géraient impossibles parce que les diviseurs seraient nuls. Quand 
cela arrive, les équations données sont incompatibles ou indéter- 
minées, comme on va le voir ; la méthode des coefficients égaux 
permet de traiter ces cas avec la plus grande facilité et d'une 
manière plus naturelle que celle qui repose exclusivement sur 
l'emploi des déterminants. 

I"" On peut toujours supposer différent de zéro l'un des coeffi- 
cients des inconnues dans (1^), a^ par exemple. Les opérations qui 
donnent les équations {%), (Sj) sont donc toujours possibles. 

On déduit alors aisément de l'équation (^j), qui peut s'écrire 
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quesi(ab) = Oy (ac)=0, (ad)«=3 0, (ae) = 0, (i^) est compatible 
avec (If) seulement dans le cas où Con a atissi (af) «=0. Si les 
équations sont compatibles, x s'exprime au moyen de z^ ti, v, qui 
sont arbitraires. On trouve de même les conditions nécessaires et 
suilisantes pour que (I3), (I4), (1 5), soient compatibles avec (1 f). 

2"^ Si Tun des coefficients des inconnues dans (^2) ^^^ différent 
de zéro, (ab) par exemple, les calculs qui donnent (3|), (Sj), (Ss) 
sont possibles. 

On déduit ensuite de la considération de Téquation (Ss), ou 

a,(%)-b,{%)^{ab)(U)=0, 

que si (abc) = 0, (abd) = 0, (abe) = 0, (1 3) est compatible avec 
(^1)» (^2)» ou avec le système équivalent (1 1), (Ij)» seulement dans 
le cas où Con a aussi (abf) = 0. Dans ce cas» d*ailleurs, x et y 
s'expriment au moyen de z, 11, v, qui restent arbitraires. On 
trouve de même les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
(I4) ou (I5) soit compatible avec (t|) et (lo). 

3"^ Si, dans (3;), Tun des coefficients des inconnues, (abc) par 
exemple, est différent de zéro, les calculs qui donnent (4|), (i^), 
(^3)» (^4) sont possibles. 

On déduit ensuite de la considération de Féquation (i^) que 
si (abcd)= 0, (a6ce)=0, (I4) est compatible avec (li),(l2)f (Is), 
seulement dans le cas oà l'on a aussi (abcf) «= 0. Dans ce cas, 
d'ailleurs, x, y^ z s'expriment au moyen de u et v qui restent 
arbitraires. On trouve de même la condition de compatibilité cil 
(l,)avec(l,),(l,),(l3). 

4^ Si, dans (44), Tun des coefficients des inconnues, {abcd) 
par exemple, est différent de zéro, les calculs qui donnent les 
équations (5) sont possibles. 

On déduit encore de la considération de Téquation (K5) que 
si {abcde) = 0, (1»j) est compatible avec (I1), (K)» (Is), (I4), seu- 
lement si {abcdf) => 0. Dans ce cas, x, y, r, u s'expriment au 
moyen de v qui est arbitraire. 

5* Enfin si (abcde) est différent de zéro, les équations (5) 
donnent, pour x, y, :, u, t, des valeurs déterminées. 



• 



* 



\f 
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4. Avantages de la nouvelle méthode. ^'* Au point de vue 
théorique. D'après ce qui précède, les calculs de la méthode 
des coefficients égaux sont possibles jusqu'au bout, chaque fois 
que les équations données forment un système déterminé; dans 
le cas contraire, la méthode elle-même, sans aucun calcul nou- 
veau, fournit avec précision les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que les équations soient compatibles et fait connaître le 
nombre des inconnues qui restent arbitraires. 

Dans la méthode habituelle de résolution par les déterminants, 
la discussion des cas d'indétermination et d'incompatibilité se fait, 
comme on le sait, au moyen de calculs spéciaux, distincts de ceux 
qui conduisent aux valeurs des inconnues: on est forcé de cher- 
cher successivement les équations (S^), (44), (Ss), (2^), pour 
faire cette discussion. 

^ Au point de vue pratique. La méthode par addition et 
soustraction pour résoudre n équations à n inconnues comporte, 
comme le montre l'auteur, *^n(n — 1 ) (5n -f- 1 1 ) multiplications ; 
la nouvelle, \ (n — 1) (n -4- 1) (n -+- 2), nombre dont le rapport 
au précédent est compris entre | et | , si n surpasse 2. La nou- 
velle méthode (tout comme la méthode par addition et soustraction, 
quand on veut la simplifier autant que possible) entraine un 
grand nombre de divisions, mais ce sont des divisions qui doivent 
toujours se faire ex0ct€$nent et qui, comme telles, constituent 
l'un des plus sérieux avantages de cette méthode, parce qu'elles 
sont un élément de contrôle perpétuel pour le calculateur. Si, 
en effet, ces divisions se font sans reste, il est extrêmement pro- 
bable qu'il n'y a pas d'erreur dans les calculs ; si le contraire 
arrive, le calculateur sait qu'il a commis une erreur et où il l'a 
commise. 

Enfin, la méthode des coefficients égaux conduit à un mode 
nouveau de calcul des déterminants, comme nous allons le 
montrer sur un exemple. 

5. Souveau procédé de calcul d'un déterminant. Soit à calculer 
le déterminant à six lignes (abcdef). 
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I. On formera directement les neuf déterminants à deux lignes 

(a6),(ac),(afi),(ae), («/•); (bc),{bd),{be\(bf). 

Si les cinq premiers ont des valeurs numériques faibles, on 
peut aussi former les quatre derniers par le théorème (L) de la 
note du n*2, au moyen des formules 

6. (ac) — C| {ab) 6, {ad) -- f/, (ab) 

{bc) = , (6d = , 

a, Oi 

6. (ae) ^ e, (ab) 6, (a/) - /; (a6) 

(6c) = , (bf) = . 

a, a, 

II. On déduit de là, par le procédé habituel, 

[abc) =» as(6r) — 6j(ac) -^ rj^oô), (abd), {a6«), («6^); 

puis, par (L), (ard), (ace), (ac/*), (6<;rf), (bce), (bcf); ainsi 

(ac) (a6(/) - (ari) (a6c) ^ .^ {bc) {abd) -- (bd) (abc) 

(acd) = — , (6crf) = — 

(ab) (ab) 

III. Le procédé habituel donne ensuite (abcd), (abce), (abcf) ; 
le théorème (L) permet de trouver (abd^) et (abdf), (acde) et 
(acdf)y (bcdé) et (6cd/). Ainsi 



(abde) 



(acde) 



(bcde) 



{abd\ (abce) — iabe) (abcd) 
(abc) ' 

(acd) (abce) — (ace) (abrd) 
(abc) ' 

(hce) (abce) — (bce) (abcd) 

' (^) ' 



IV. On irouve (abcde), (abcdf) par le procédé habituel, et 
{abcef), {abdef}, (acdef), {bcdef), par (L). 

V. Enfin (abcdef) s'obtient par Taddiiion de ces six mineurs 
multipliés respectivement par /è, — e^, d^, — Cg, ôg, — a^. 
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Dans le cas d'un déterminant d'ordre (n -»- I ) = N, le 
nombre lolal des niuliiplicalions est (n« i) ^J^^ilLïJ} ^ N 
= i N* (N — 1), considérablement inférieur à celui que donne 
la méthode habituelle. 

En pratique, pour calculer un déterminant par la méthode 
qui vient d'être exposée, le procédé le plus facile consistera 
à opérer comme si l'on avait à résoudre un système de N équa- 
tions linéaires homogènes, par la méthode des coefficients 
égaux. 

Comme on le voit par cette longue analyse, M. l'abbé Clasen 
est parvenu à compléter une théorie fondamentale de l'algèbre 
élémentaire sur laquelle il semblait qu'il n'y eût plus rien à dire 
après les travaux de M. douché. Nous proposons donc à la section 
de voter l'impression de son travail dans nos Annales et d'adresser 
des remerciements à l'auteur. 

M. Gilbert fait rapport sur le travail de M. A. Baule intitulé : 
« Le gyroscope collimateur de M. Fleuriais » . Sur sa proposition, 
la section vote l'impression de ce travail dans les Annales, (Voir 
2* partie, pp 121 el suiv.) 

Sur le rapport de M. Gilbert, la section décide l'insertion aux 
Annales de la troisième partie d'un travail de M. le C^" de 
Sparre sur les fonctions elliptiques. (Voir 2" partie, pp. 1 et 
suiv.) 

M. Gilbert expose un travail sur le rapport des deux chaleurs 
spécifiques dans un corps homogène quelconque. Le R. P. Del- 
saulx est nommé commissaire pour l'examen de ce travail. 

Mardi, 3 avril 1888. — Le R. P. Carbonnelle lit : !• une 
lettre de M. Baule relative à son travail sur le gyroscope colli- 
mateur dont M. Gilbert a entretenu la section à la dernière 
séance; 2* une leure de M. le V*' de Salvert annonçant l'envoi 
d'un Mémoire sur les éf^ualions du mouvement de la chaleur et la 
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recherche générale des surfaces isothermes (*). La section décide 
de soumettre ce mémoire à Tappréciation de M. Mansion. 

M. Gilbert fait rapport sur deux notes du R. P. Delsaulx : la 
première est relative à l'application de la théorie dynamique de 
la chaleur à Tétude de la capillarité. Le rapporteur propose 
rinsertion de cette note aux Annales. (Voir S"* partie, pp. lOS 
et suiv.) 

La seconde note du R. P. Delsaulx est relative à un point de 
la théorie de Télectricité de Maxwell. (Voir 2* partie, pp. 97 et 
suiv.) Voici in extenso le rapport de M. Gilbert sur ce travail. 

sur la note du R. P. Delsaulx : Sur la tension électrique. 

On doit à Clerk Maxwell un théorème qui, dans sa pensée, 
devait servir à rendre compte des actions mécaniques des corps 
électrisés à Taide de tensions se propageant dans le milieu 
diélectrique où ils sont plongés, mais qui peut être énoncé 
indépendamment de cette conception sous la forme que voici : 

« L'action mécanique qu'un système électrisé 2 exerce sur 
Tun des corps A du système, est réductible à des actions élémen- 
taires qui s'exerceraient sur les points d'une surface fermée 
quelconque S enveloppant le seul corps A et liée invariablement 
avec lui. Pour que ces forces élémentaires soient normales aux 
éléments de surface qu elles sollicitent, il faut et il suffit que ces 
éléments soient normaux aux lignes de force ou tangents à 
celles-ci, et dans l'un et l'autre cas elles sont égales à — , H dési- 
gnant le carré de la force électromotrice. » Clerk Maxwell a 



(') Ce Mémoire forme la première et U deuxième section d'un travail intitulé : 
Mémoire xur ta recherche la plus générale d'un système orthogonal triplement iso- 
therme; la troisième section a été présentée il la séance d'octobre 1888; la quatrième, 
à la séance d'avril 1889. 



— 61 — 

démontré cette proposition de deux manières différentes {*). La 
dernière seule est vraiment mathématique, mais une lacune 
grave subsiste dans celle-ci : Tauteur anglais considère seule- 
ment les forces de translation qui agissent sur le corps A^, sans 
se préoccuper du couple résultant qui tend à produire la rota- 
tion de ce corps. De plus, cette démonstration est assez compli- 
quée et peu naturelle. 

M. Emile Mathieu Ç*) a complété sur ce point important la 
démonstration de Clerk Maxwell, sans lui ôter son caractère un 
peu artificiel; il a fait voir de plus, ce qui est important au point 
de vue de Maxwell, que ces forces fictives qui existent en chaque 
point du diélectrique satisfont aux équations qui régissent les 
pressions intérieures dans un milieu élastique en équilibre. 

La démonstration que propose ici le R. P. Delsaiilx est très 
supérieure nu point de vue du naturel et de la simplicité. Par 
une heureuse application de la formule de Green, il met les 
composantes de Faction totale et de Taxe du couple résultant 
sous une forme qui montre immédiatement que ces forces 
peuvent être remplacées par une action superflcielle ayant pour 
composantes rectangulaires 

\ dV dV i 
1 = 7- :r" -; Hcos a, 

itrc dx un Ht 

\ d\ dV \ 

(A) ( >f=«- ; ; HcOSfi, 

I c/V rfV 1 

Ç = 7-T-3 --Hcosv. 

I 47r dz dn 8t 

V est le potentiel du système électrisé, ~ sa dérivée suivant 
la normale extérieure à la surface fermée S; ^, f^, v les angles 
directeurs de cette normale; 



„.r-:r.r-:r.m' 



(S)" - C-;)' 



(•) À Treatise on EUctricity and Magnetism^ i" édil., p. 121. — Traité d'électricité et 
de magnétisme, trad. par Seiigmann-Lai, p. 163. 
f •) Théorie du potentiel, seconde partie, ch. III, p. 104. 
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le carré de la force éleciromolrice R. Le R. P. Delsaulx établit 
alors les conditions nécessaires pour que la force (|, ti, Ç) soit 
normale à la surface et trouve immédiatement les résultats de 
Maxwell et de M. Mathieu. 

Il me semble toutefois que la seconde partie de la démonstra- 
lioiïrésuméeci-de'^suspeutencoreètresimpliflée. Les formules (A), 
rapprochées des propriétés des résultantes et de la signification 
connue de ^' 5^' 5J' ^ > montrent en effet, à première vue, que 
la force fictive ({, >?, Ç) est la résultante de deux autres : Tune 
qui a pour expression ^ et est dirigée suivant la normale inté- 
rieure à S ; Tauire qui a pour expression j;^ cos 9, ç désignant 
Tangle de la force R avec la normale extérieure, et qui est 
toujours dirigée suivant la tangente à la ligne de force, du côté 
où elle fait un angle aigu avec la normale extérieure. Dès lors, 
pour que cette résultante soit normale à S, il est visible qu*il 
faut 1** ou bien que la seconde composante soit aussi normale 
à S, ce qui exige que Télément dS soit normal à la ligne de force, 
et alors cos f étant égal à db 1, la force fictive a pour expression 
— ; 2* ou bien que la seconde composante soit nulle, donc 
cos 9 =s 0, ce qui montre que Félément dS est tangent à la ligne 
de force ; la force fictive a encore pour expression ~. On voit 
aussi clairement, par la décomposition indiquée, que quand la 
force fictive est normale à la surface de niveau, elle agit vers 
lextérieur, c^est une tension; quand elle est normale à la ligne 
de force, elle agit vers Tintérieur de S, c'est une pression. On 
retrouve donc tous les résultats annoncés par Clerk Maxwell. 

Toutefois, pour los appliquera la transmission des forces par le 
diélectrique, dans le sens où lentendent Maxwell et M. Mathieu, 
il serait nécessaire de démontrer encore que ces forces satisfont 
aux conditions qui régissent les pressions internes, mais je ne 
crois pas que cela puisse offrir de difficulté. 

Je prie la section de voter des remercîments au R. P. Delsaulx 
et l'insertion de son intéressante note dans les Annales, 

M. Gilbert conimunique le résulial de nouvelles recherches 
faites par lui sur Us relations qui existent entre les divers coeffi- 
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cients calorimétriques; il est parvenu à obtenir, pour ces coefii- 
cienis, des expressions générales au moyen desquelles il a pu 
résoudre plusieurs problèmes très intéressants de la thermody- 
namique. La section décide que le travail de M. Gilbert sera 
soumis à l'appréciation du R. P. Delsaulx. 

M. Dutordoir expose brièvement le contenu de deux notes 
envoyées par M. Mansion. Dans la première, qui sera publiée 
dans le tome suivant des Annales, lauleur montre que l'élimi- 
nant de Sylvester de deux équations algébriques est égal, à un 
facteur constant près, au produit des différences obtenues en 
soustrayant successivement chacune des racines de Tune des 
éqtiations de chacune des racines de l'autre. La seconde note 
traite du calcul approché d'une intégrale déûnie. 

sur le calcul approché d'une intégrale définie. 

On a besoin, en calcul des probabilités, de la valeur de l'inté- 
grale définie 



non seulement quand r est infini, auquel cas elle est égale | V't, 
mais aussi pour des valeurs assez faibles de r, comme 3, 4, 5, 6, 
ou des valeurs intermédiaires. 

La méthode de Poisson {Mécanique, 2*" édition, n*" 512) amen- 
dée par Cayley (Quarterljf Journal of Mathemalics, 1 872, t. XII, 
p. 120) permet de trouver, d'une manière élémentaire et rigou- 
reuse, non seulement I^, mais aussi L ^ partir de r = 3, avec 
une assez grande approximation. 

On trouve aisément 

Ô 

Cette intégrale double est égale au volume compris sous la 
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surface de révolution z = e"***"'"**^ (ayant pour méridien z = C' 

A JL ou x* = — Iz), et projeté sur le carré 

r* = OACB, dont deux côtés coïncident 
avec les axes de coordonnées OX et OY. 
La partie de ce volume projetée à l'in- 
térieur du quart de cercle OAB est égale, 
comme on le voit aisément, à 




e 

4 4 



— rt 



Construisons un quart de cercle aa^60 de rayon R, équiva- 
lent au carré, de sorte que 



kR« = 4r*. 



Lesaires(Aaa + B6|3) et a^C seront équivalentes. Comme les z 
de la surface z = e"<' +* ^ sont d'autant plus grands que (x* -f- tp) 
est plus petit, les z de tous les points de cette surface, projetés 
sur Taire (Aaa -4- B6P), sont supérieurs à ceux de ses points pro- 
jetés sur Taire «pC. Par suite, le volume projeté sur le carré est 
inférieur au volume projeté sur le quart de cercle aa^60. Ce 
dernier est égal, d*après ce qui précède, à 



On a donc 



77 Tt 

c 

4 4 



-R* 



TT T . . T 

4 4^ '^4 



4 



On déduit aisément de là, P = | ir. Mais, en outre, on obser- 
vera que la différence 

des deux limites entre lesquelles I* est enfermé est déjà assez 
|>etiie, même pour r = 3. Celte différence est inférieure à 

Il i *t • 
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puisque R«=|r' est inférieur à|r^ Or, on a, à peu près, 
e* = 20. Donc, approximativement, 

il , , ,^ \\ 1 \ 1 \ ii.i9 i 

U^ ^ I4\20» 20V 14.160000^10000' 



Pour r = 5, l'approximation pour IJ et, a fortiori, pour I 
serait encore beaucoup plus grande. 



r> 



Le R. P. Carbonnelle entretient la section d'une propriété 
remarquable de certains nombres, qui a été signalée récemment 
dans diverses publications mathématiques. 

Jeudi, 5 avril 1888. — M. Gilbert communique quelques 
remarques Sur les différentes manières de traiter un problème 
de mécanique. 

1 . Un même problème pouvant être abordé par diverses voies, 
il est utile de se rendre compte des avantages de chacune d'elles 
par leur application à une question donnée. La suivante conduit 
d'ailleurs à des résultats dignes d'intérêt : 

Deux points m et mi, mobiles sans frottement sur deux cercles 
concentriques, sont soumis à leur action réciproque, fonction 
donnée de leur distance u. Déterminer leur mouvement et la 
pression qu'ils exercent. 

Soient le centre commun, a et a, les rayons des deux cercles^ 
Ci > «; mm^ f(u) la mesure de l'action réciproque. On pourrait 
appliquer à chaque point les équations connues du mouvement 
sur un cercle, ou appliquer au système l'équation de d'Alemberl; 
mais il est visible que l'emploi des coordonnées rectangulaires 
ne sera pas avantageux, tandis que la question même suggère 
l'emploi des composantes tangentielle et normale de la force 
motrice. Suivons celte voie. 

Nommons 0, 6j les angles respectifs des rayons vecteurs Ow, 
Om^ avec l'axe polaire; g), <ù^ les vitesses angulaires de ces 
rayons; N,Nj les réactions normales des corcles,(p l'angle 0| — 0. 

N n'a pas de composante tangentielle ; celle de l'action de 
XII. e 
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ni| sur m est mm^f(u) cos tit?, tiv étant Tangle de mm^ avec la 

vit4>sse V, prise dans le sens où 9 croît. Le triangle mOmi donne 

la relation 

u ai 

^^^ f ces tiw 
donc 

n^) . 

mmiai sm f 

u 

donne» en grandeur et en signe, la composante tangentielle de la 
force totale qui sollicite le mobile m, qui est égale, comme on 

sait» à 

dv do 

m — = fiio— -, 
dî dî ' 

«> étant positif ou négatif selon que 6 croit ou décroit. 

En raisonnant de même pour m|, sauf que la direction u est 
ici en sens opposé, on a les égalités 



\ a 



a -7- -n sm 9 

dt u ^ 



a, -p-» ^ sm f . 

rfl II ^ 

Pour r«clion normale sur m» on a, d'une part, 

N — mm/(u) cos ma ; 



do raulrt\ 



mi»* . 



a 



W Vti^nf^ mOm^ donn« 

« -^n ct>$ K« »■ «« eos f ; 

iKmk'^ «uhsiituani ot o)M^r«ni do m^ii>c pour Mi, oq trouve 

•n«.,**.N ♦ jl^ (a-<|C<>sy], 
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2. Ces équations donnent, d*u ne façon commode, la solution 
du problème. On tire des formules (1) : 

da dc9^ 

mar-r- -*- miaî — r- = 0, 
dî dt 

d*oùy k étant une constante, 

(3) ma'» + miafeoiSB^, 

d'où, intégrant de nouveau et désignant par a une constante, 

(4) maH -»- ntiaî^i = to -4- a , 

relation finie entre 9 et 6|. D'autre part, on a par les équa- 
tions (1) : 

d{<^i — ») [ma m,aÀ f{u) G f(u) 

dî \ ai a J u aa^ u 

G désignant le moment d'inertie mà^ + m^Oi^ du système par 
rapport au point 0. Cette équation peut évidemment s'écrire 

d\ G f(u) . 
--_ = sin». 

dr aui u 

Multiplions par2^ , observons que Ton a 

u' s=s a' + aï — ^aa^ cos f , udu =» aoi sin f dfj 
et intégrons; il viendra 



(5) . . . . . 



©■— Si''«'. 



G étant une constante etF(u) rintégraley/(u)dfi. On aura donc, 
par simple cfuadrature, en mettant pour u sa valeur, 

c/? 
(6) .»=" • ' 






F (\/a' -♦- aj — 2aai cos 9) 
a'a: 



— 68 — 

On déduira de I& cp en fonction de t; combinant Téquation 
0^ — 6 = 9 avec (4), on aura 

Gê -»- inià\ j> = Are -4- a , 
d^où 

^^~G G~' 

(7) { ,, 

* G G ' 

ce qui donne la solution complète du mouvement. Les réactions 
N, N| sont alors fournies par les équations (2). 

3. Avant d'examiner les conséquences, voyons ce que donne- 
raient les autres méthodes. On emploie souvent le théorème des 
forces vives et celui des aires; tous deux sont applicables ici. En 
effet, le travail élémentaire des réactions N et N| est nul, celui 
des actions réciproques est — mmif(u)du; la force vive du 
système a pour expression nm^u^ + »n|afc>>î; on a donc, en 
écrivant et intégrant Téquation des forces vives, 

(8) . • • . maV -♦- fM|aî«; = G' — :2mm4F(w), 

C étant constant. On ne voit pas que cette intégrale, contraire- 
mont à ce qui arrive généralement, puisse èure ici bien utile; elle 
renferme les carrés de ^» J^' • 

Quant au théorème des aires, il est applicable autour du 
point 0, car les forces extérieures N et N, donnent un moment 
nul. On a donc inunédiatement, par le théorème des aires, 

miV ■ -¥• wi,«î --- =tit, 
(/( (/( 

et Ion retrouve l\H)ua(ion (i), si im^mrtanie dans notre solution. 
Ni le théorème dos^ airt\s, ni ivlui des forées vives ne nous 
donnent rien louchant N et iN|« mais la iHunbinaison du second 
«\tT les è«)ualiou$ (i) tHuutuit à un rt^ullat intéressant. Ajoutons 
les équations (i) respectivement multipliées par a et Oi, ayons 
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égard à la valeur de u' ci-dessus et à Texpression de la force 
vive ; nous aurons 

(9) . . . . 2mi7' = Na -f- NiOi -♦- mmiii/*(ii). 

Cette équation remarquable est d'ailleurs donnée immédiate- 
ment par le théorème de Villarceau, 

smv' = — sPr cos ?r -4- Smmiti/*(u). 

Le S disparaît, puisqu'il y a un seul couple de points; les forces 
extérieures se réduisant à N, Nj, on a 

2PrcosPr = — Na— Nitti, 

et on tombe sur la relation (9). Ce théorème est donc fort utile 
dans notre problème, car (8) et (9) conduisent à la relation 
curieuse entre les réactions N et N|, 

(iO) . . Na-4-N|a, = C'« — mm, [2 F(u)^ti /*(«)]. 

4. Il nous reste à éprouver une autre voie, souvent favorable, 
celle des équations de Lagrange, 

rf dT DT __ DU 

T est la demi-force vive, U la fonction des forces, q une des 
variables qui ûxent la position du système, q' sa dérivée par 
rapport à ^ On a ici 

ç = 0, d,; T = 4 {mà^é'* -t- mio^'î), U = — mm,F (t/), 
DT . DT DU ^, , Dm 

De' Da D0 " ^ ^ De ' 



et comme 

Du 
K* «r a' + o^ — ^aai cos (e, — e), w — «= — aa^ sin (e, — e), 

De 



on a de suite» par (11), 

da' m,a/(ti) . 

O — = Slïlf, 

al u 

et de même 

dé\ maf{u) . 

a, — . = sm f . 

aï u 

Ainsi /e5 èqnialtoiM de Lagrange conduisent tout droit aux 
équations (1), les plus commodes pour la solution du problème, 
quant au mouvement. Elles ne nous apprennent rien sur les 
pressions N. 

& Examinons quelques eas simples. Supposons 1 atiraction 
proportionnelle à la distance, /(ii) s=».fjLii ; ce serait à peu près le 
oas où les points seraient réunis par un fil élastique de masse 
uéfiigeable. Nous aurons 

H $i M^ désiftne la taleur de u qui répond à un oiaximum ou i 
un minimum ?^ de Taugle ^ en déterminant C, 



r^.(«î--1-^h'-««'») 



4? 



Ce$l réqualkni du mouvemeiit dNin peodule simple de 
k«^{tuiHir 

Aillai àr myM Dnii imni# W^ iiNilrr «n M ist i i r ■^ c, pmr 

4^MiK' ^\)Mrii«iNr )>M^ft^ t a^ iiii^>(K»^ ^ (^^iNiife^ eiifiiqws» cl les 
lUn^W^ V^^ AMUMTfN^^t akvhjt i t\ i^. iV^ x^ ^«e^ psr exemple. 
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posera : 1* d'un mouvement angulaire uniforme avec la vitesse ^ ; 
2® d'un mouvement périodique dont la loi est la même que celle 
du pendule. Le mouvement du système est aussi bien connu 
qu'on peut le désirer. 

Si Inaction réciproque était répulsive, le mouvement relatif 
serait encore pendulaire, mais par rapport au prolongement 
de Om. Dans le cas de Tattraction newtonienne, on trouve 



dt* a'af \m UqJ' 



Pour les réactions N, N|, Téquation (10) conduit à des consé- 
quences assez curieuses. Dans rhypothèse/'(u)=|uiti, on a 

2 F(u) -»- u f(u) = 2/uM% 
donc 

La somme (Na -f- N|a|) varie comme le carré de la distance. 

Posons 

d¥ 

2F(ti)-4-tt/'(tt)=0, ou 2F(M)-t-u — =»0, 

du 

nous aurons 

C 2C 
l.F(u)-4-l.«'=l.C., F(«)^ ;, /•(«)= i; 

donc, si l'action réciproque est en raison inverse du cube de la 
distance, la quantité Na -i- Niaj restera constante pendant toute 
la durée du mouvement. 

M. Goedseels formule une objection à la définition de la 
limite, appliquée à celle de la dérivée dans le cas où Taccroisse- 
ment de la variable s'annulerait une infinité de fois. 

La section procède ensuite au renouvellement de son bureau ; 
sont élus : 

Président, MM Tabbé E. Gelin. 

Vice- Présidents, de Jonquiêrfs et E. Suttor. 

Secrétaire, H. Dutordoir. 
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Deuxième section. 



Jeudi, 27 octobre 1887. — M. Thibaut expose le résultat des 
études qu'il a entreprises sur la construction rationnelle des ven- 
tilateurs. 

Le R. P. Van Tricht appelle Tattention de la section sur un 
coup de foudre qui a atteint la tour de la cathédrale d'Anvers et 
qui semble montrer que la règle de Gay-Lussac pour la déter- 
mifiStion du rayon de protection d'un paratonnerre n'est pas 
applicable dans tous les cas. 

M. Van Bierviiet fait connaître à la section un procédé qui 
facilite la détermination du temps de pose nécessaire en photo- 
graphie. On découpe dans une feuille de papier blanc une série 
de bandes de même largeur, mais de longueurs régulièrement 
croissantes; si l'on superpose toutes ces bandes de façon à les 
mettre en contact par une de leurs extrémités, on trouvera & 
l'autre extrémité des épaisseurs successives de 1, % 3.... bandes. 
Appliquons cette pile ainsi formée sur une feuille de papier 
sensibilisé, à la manière d'un cliché, et exposons à la lumière: 
au bout d*un certain temps ce papier aura changé de couleur là 
où il n'était recouvert que d'une seule épaisseur de papier; si 
l'on continue lexposilion, on frouvera successivement 2, 3... n 
teintes. Il est clair que le nombre de teintes obtenues dans un 
temps donné, ou le temps nécessaire pour obtenir un nombre 
donné de teintes, donneront une mesure de l'intensité photogé- 
nique de la lumière. D'ailleurs le rapport ^des temps nécessaires 
pour produire n teintes avec les intensités I et V sera sensible- 
ment égal au rapport 7^; des temps nécessaires pour impressionner 
une glace sensible avec les mêmes intensités; dès lors on voit 
qu'il suffira d^avoir déterminé une fois pour toutes le temps T 
correspondant à l'intensité I (caractérisé par l'obtention de 
n (ointes dans le temps t) pour pouvoir déterminer le temps T' 
correspondant à une intensité T quelconque. 
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Jeudi, 26 janvier 4888, — Le R. P. Hahn fait connaître un 
procédé expérimental qui semble propre à faciliter la pratique des 
analyses par les liqueurs titrées : 

Dans lanalyse par les liqueurs titrées, les débutants surtout 
n'échappent pas toujours à la difficulté de verser trop de liquide 
et de dépasser le terme de la réaction. On évite en partie ce 
danger en réservant pour la fin une partie du liquide à analyser. 
J ai trouvé quelque avantage dans l'emploi du procédé suivant, 
qui me permet de verser à la fois plusieurs centimètres cubes de 
liquide et qui me met à chaque instant à même de savoir, avec 
une approximation suffisante, de combien j'approche du terme 
de la réaction. Pour ûxer les idées, soit à déterminer par le 
permanganate de potassium la quantité de fer contenue dans 
une solution (nous supposons cette quantité complètement 
inconnue à Tobservateur). Je verse la solution dans un appareil 
très facile à réaliser, deux entonnoirs égaux réunis par un tube 
de caoutchouc. Je les place sur deux anneaux à égale hauteur, et 
je les suppose assez grands pour contenir chacun toute la solu- 
tion. Je place la burette graduée contenant le permanganate 
au-dessus d'un des entonnoirs ; je laisse tomber une goutte de 
réactif, qui se décolore. Puisqu'une goutte ne suffit pas pour un 
des entonnoirs, il faudra au moins deux gouttes pour les deux. 
Je puis donc verser une seconde goutte; celle-ci se décolore de 
nouveau. Deux gouttes ne suffisent pas pour un des entonnoirs; 
il en faudra au moins quatre pour les deux. Je puis donc laisser 
tomber deux nouvelles gouttes, puis quatre, puis huit, puis seize, 
et ainsi de suite. Après en avoir versé soixante-quatre de suite, 
supposons que la couleur rouge du permanganate persiste. Je 
soulève en ce moment le second entonnoir de façon à faire 
pénétrer le liquide dans le premier, je soumets toute la masse à 
l'action d'un agitateur, puis je replace le second entonnoir sur 
son anneau. Dans ceue première phase de l'opération, j'ai versé 
successivement une, puis une seconde, puis deux,... puis soixante- 
quatre gouttes, en somme cent vingt-huit gouttes. Cent vingt-huit 
gouttes dépassant ce qu'il faut pour la moitié de la solution, je 
suis assuré de n'avoir plus besoin de ce nombre à l'avenir. 
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J'opère sur le liquide modifié comme j'ai opéré sur le liquide 
primitif, en laissant tomber une goutte, puis une autre, puis deux, 
puis quatre. Dans cette nouvelle phase, je suis sur de ne pas 
dépasser trente-deux gouttes. Quand la couleur rouge persiste, je 
fais le mélange des deux entonnoirs. — Quand il n*y a plus que 
cinq ou six gouttes à ajouter, il vaut mieux opérer sur Tensemble 
du liquide. 

Telle est la théorie du procédé. En pratique, Topération se 
simplifie encore, grâce aux divisions que porte la burette 
graduée. Je détermine, une fois pour toutes, au début de Topera- 
tion, combien il faut de gouttes pour que la solution titrée 
descende d'un demi-centimètre dans la burette. Supposons qu'il 
en faille dix ou onze. Dès que j'ai ajouté seize gouttes à la fois, la 
fois suivante je laisse écouler un demi-centimètre, puis un centi- 
mètre, puis deux... Il est facile de démontrer que si j'ai dû verser 
un centimètre ou plus à la fois dans une des phases de l'opéra- 
tion, je pourrai, dans la phase suivante, recommencer par 
demi-centimètre au lieu de recommencer par goutte. Tant 
qu'on est assez éloigné du terme de la réaction, il n'y a aucun 
inconvénient à ce que le mélange des liquides contenus dans 
les deux entonnoirs ne soit pas effectué parfaitement; l'opération 
peut ainsi être accélérée. 

M. Van Bierviiet entretient la section de diverses applications 
de la méthode de Poggcndorf à certains cas particuliers de 
goniométrie et à l'étude des indices de réfraction. 

Soit à déterminer l'angle formé par les deux faces presque 
parallèles A et B d'une lame transparente. On argenté les deux 
faces A et B, puis on enlève l'argenture sur la moitié de la 
face A. La lame ainsi préparée est disposée devant la lunette et 
l'échelle divisée. La méthode connue de Poggcndorf nous don- 
nera immédiatement l'angle apparent S des deux faces argentées. 
— Je dis l'angle apparent, car c'est l'angle vrai a modifié par la 
réfraction. — n étant l'indice de réfraction, supposé connu, de la 
lame, on aura, à cause de la petitesse des angles, 

a =a — . 

n 
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En modifiant légèrement le dispositif qui précède, on arrive 
à déterminer Tindice de réfraction d'un liquide. Formons un 
prisme à liquide d'un très petit angle, à Taide de deux lames de 
verre argentées du côté intérieur au prisme, Tune sur toute son 
étendue, l'autre sur la moitié seulement de cette étendue. La 
méthode de Poggendorf nous donnera avec une grande précision 
Fangle a des lames. Introduisons maintenant quelques gouttes 
du liquide à étudier; nous trouverons comme précédemment un 
angle apparent d, et Tindice du liquide sera 

« = -. 

a 

Mardi, 3 avril 1888, — Le R. P. Carbonnelle a remis au 
président un mémoire de M. le M** de Montgrand sur la réfrac- 
tion atmosphérique. Le R. P. Delsaulx et M. Van Bierviiel sont 
désignés pour examiner ce travail. 

Jeudi, 5 avril 1888. — M. Van Bierviict présente les obser- 
vations suivantes au sujet des régulateurs de température : 

Presque tous les régulateurs de température que Ton emploie 
dans la pratique courante des laboratoires sont fondés sur la 
dilatabilité de fair. On Introduit dans Tenceinte soumise au 
réglage une chambre à air dont les variations de volume déplacent 
une colonne de mercure, laquelle vient fermer plus ou moins 
Touverture d'admission du gaz de la lampe. Deux causes peuvent 
intervenir pour modifier la température stationnaire que ces 
appareils devraient maintenir constante. L'air de la chambre se 
trouve soumis à une pression qui comprend deux éléments 
variables : la pression du gaz d'éclairage et la pression atmosphé- 
rique. Les variations de pression du gaz, d'après les heures de 
la journée et le nombre de becs alimentés sur le réseau, peut 
varier de 4 centimètres d'eau, soit 3 millimètres de mercure 
ou ^ d'atmosphère. Il est facile de voir quels seront les effets 
d*une telle variation. 

L'air étant comprimé, la colonne de mercure reculera, et l'ad- 
mission du gaz (qui devrait se faire par une ouverture restreinte. 
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puisque ia pression augmente) deviendra plus large; la lampe 
donnera plus de ehaieur et la température montera. La tempé- 
rature redeviendra stationnaire quand Tadmission aura été 
ramenée sensiblement à son premier état. Ceci aura lieu quand 
IVnceinte aura subi une variation de température Alliée à la 
variation de pression Ap par la formule aA( =» Ap, a étant le 
coeificient de dilatation du gaz. En substituant les valeurs 
a = 0,0036, Ap = 0,004, on trouve At «=. !•,! . 

Le même raisonnement montre que toute variation de 3 mil- 
limètres dans la pression atmosphérique doit amener une varia- 
tion de 1%1 pour la température stationnaire de Tenceinte. 

Le raisonnement qui montre le défaut des régulateurs à air 
fait voir immédiatement la supériorité d*une autre catégorie d*ap- 
pareils, les régulateurs à tension de vapeur. Un physicien alle- 
mand, M. Andrese, et après lui M. Benoit, directeur- adjoint au 
bureau international des poids et mesures, ont introduit récem- 
ment dans la pratique des laboratoires, en le modi6ant, un pro- 
cédé connu antérieurement dans Tindustrie. Dans ce procédé, 
la fonction de la température qui sert de régulateur n^est plus le 
volume d'une masse d'air, mais la tension maximum d'une vapeur 
saturée. Si Ton se rappelle Tallure des courbes qui représentent 
cette tension maximum en fonction de la température, on com- 
prendra sans peine quelle prodigieuse sensibilité ces appareils 
permettent d'atteindre. En choisissant convenablement le 
liquide volatil, on pourra toujours faire en sorte que le degré de 
température corresponde aune variation de pression de plusieurs 
centimètres de mercure, et dès lors la variation de 3 millimètres, 
dont j'ai parlé précédemment, ne correspondra plus qu'à une 
fraction insignifiante de degré. 

Comme on le voit, ces régulateurs à tension de vapeur n'échap- 
pent pas aux deux causes d'erreur signalées plus haut, mais il 
devient possible d'en atténuer l'effet dans telle mesure que l'on 
voudra. 

Dans le cas particulier où Ton aurait à régler la température 
d'une étuve à eau, il est facile de constituer un régulateur qui 
échappe entièrement aux causes d'erreur signalées; il suffit de 
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substituer à la chambre è air ou è vapeur le volume total de 
l'eau. Ce volume^ étant généralement de plusieurs litres, donnera 
pour un degré de température une dilatation très appréciable et, 
d*autre part, Tincoropressibilité du liquide s'opposera à toute 
variation de pression. 

Le dépouillement du scrutin pour Télection du bureau de la 
section donne les résultats suivants : 

Président, MM. Fr. Dewalque. 

Vice-Présidents, Thibaut et le R. P. George. 
Secrétaire, Van Biervliet. 



Troisième section. 



Jeudi, Sf7 octobre i887. — M. Tabbé Smets décrit une ver- 
tèbre appartenant à un serpent fossile, Paleophis typhœus, Owen, 
provenant d'un horizon dans lequel on n'en avait pas encore 
trouvé. 

M. Van Ortroy expose, d'après les données les plus récentes, 
le cours du fleuve Quelle. 

M. Dollo résume l'histoire naturelle d'une espèce de requin 
dont on a captjiré récemment un individu dans la mer du Nord; 
puis il entreuent la section de l'humérus d'Erquelinnesia; les * 
casactères de cet os confirment l'opinion que l'auteur avait émise 
précédemment sur la nature fluviale de ce reptile. 



Jeudi, 26 janvier 1888, — M. de la Vallée Poussin fait une 
communication sur les roches dioritiques ou amphiboliqiies qui 
sont insérées dans les terrains cambriens des Ardennes fran- 
çaises et qui apparaissent surtout dans la vallée de la Meuse, 
entre Deville et Revin. Il décrit la structure de quelques-uns 
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de ces affleurements dioritiques actuellement exploités. Il montre 
qu'ils sont formés en partie de roche massive et grenue, en partie 
de roche schisteuse analogue au chloritoschiste; et il fait voir 
par la disposition réciproque de ces deux types différents de 
roches, comme par leur examen microscopique, que le chlori- 
toschiste n*est qu*une transformation de la diorite on de lamphi- 
bolite grenue. D'après IM. de la Vallée, les dites roches pré- 
sentent un exemple des plus remarquables de métamorphisme 
mécanique. 

M. le D' Delgeur montre une reproduction de la carte de Peu- 
tinger et fait l'historique de celle-ci. 

M. De Lantsheere expose les motifs qui doivent faire consi- 
dérer les Hittites de la Palestine comme des parents des Hittites 
de l'Asie Mineure. 

Mardi, 3 avril 1888. — Le R. P. Vanden Ghcyn retrace l'his- 
toire des Goths orientaux. 

M. Tabbé Smets signale la présence de Silurus Egertoni, 
poisson d'eau douce, dans le terrain bruxellien, puis il expose 
les caractères des Chélonées rupéliennes. 

M. de la Vallée Poussin montre le « Erdprofil » publié par 
M. Lingg et il en fait ressortir le grand intérêt. 

Mercredi, 4 avril 4888. — M. Dollo énumère et développe les 
nombreuses ressemblances si profondes qu'il y a entre les Dino- 
^ saurtens et les Oiseaux, puis il cherche quel peut-être, parmi les 
premiers, Tancètre des Oiseaux; par la considération attentive du 
crâne, des ceintures pelvienne et scnpulaire, des membres supé- 
rieurs et inférieurs, il démontre que ce ne peut pas être 
l'Iguanodon. l 



M. R. Storms expose la constitution morphologique des 
nageoires verticales chez les Poissons osseux; puis il montre 
que le disque céphalique du Rémora est une nageoire trans- 
formée. 






M. H. Siret fait connaître la composition et Torigine des objets 
métalliques qui étaient employés par les peuplades préhistoriques 
du sud-est de TEspagne. 

La section procède au renouvellement de son bureau. Sont 
élus : 

Président, MM. de Kirwan. 

Vice- Présidents, H. Siret et le D' L. Delgeur. 

Secrétaire, Buisseret. 

Jeudi, 5 avril 4888. — M. le C*" Adolphe de Limburg-Stirum 
discute la division du terrain quaternaire en étages. 

M. le D' Delgeur rappelle les différentes tentatives qui ont été 
faites pour traverser le Groenland. 



Quatrième section. 



Jeudiy 27 octobre 1887. — M. Schneider rappelle en termes 
émus la part que M. Hairion, récemment décédé, a prise à la 
fondation de la Société scientifique, et combien la section de 
médecine lui est redevable du succès de ses réunions. Tant que 
la santé le lui permit, M. Hairion ne manqua jamais d'assister 
aux séances de la section, de prendre une part active à ses dis- 
cussions et de les éclairer des lumières de son érudition et de 
son expérience. Aussi M. Schneider est-il sûr d'être Pinterprète 
de tous ses collègues en exprimant les vifs regrets que lui fait 
éprouver cette perte. 

Au nom de M. le D' R. Warlomont, le secrétaire lit un tra- 
vail sur les blépharites dans leurs rapports avec les anomalies 
de la réfraction. En présentant ce mémoire, M. Warlomont a 
pour but d'attirer l'attention sur Tune des causes qui rendent 
parfois rebelles à tout traitement pharmaceutique des blépharites 



d'apparence banale, et de nous montrer que I emploi d'un verre, 
le plus souvent convexe, fait parfois disparaître rapidement l'in- 
flammation du rebord palpébral. Il trouve l'explication de ce fait 
dans la communauté de vascularisation existant entre le corps 
ciliaire et les paupières. 

M. Schneider expose ensuite trois cas de pleurésie auxquels il 
attribue une origine infectieuse. Le premier est celui d'un enfant 
de 5 ans, qui présenta le début apparent d'une méningite, et 
auquel l'emploi de l'iodoforme à l'extérieur, de l'iodure de 
potassium à l'intérieur semblait procurer la guérison, quand, 
vers le troisième jour de la convalescence, se manifestèrent tout 
à coup les symptômes d'une pleurésie aiguë, que M. Schneider 
soupçonna bientôt d'être purulente. L'épanchement était énorme. 
Il occupait la plèvre droite presque entière et abaissait fortement 
le foie dans l'abdomen. La ponction donna issue à deux litres de 
pus. L'épanchement se reproduisit et, quinze jours après la 
ponction, M. Schneider dut pratiquer l'opération de l'empyème. 
Tous les deux jours, il lava la plaie avec une solution d'acide 
borique. Bientôt les sécrétions diminuèrent et le vide pleural se 
combla par raffaissement des côtes et un certain degré de sco- 
liose, dont un traitement gymnastique bien entendu finit par 
avoir raison. L'enfant est aujourd'hui entièrement guéri. Presque 
au moment où ce petit malade contractait sa pleurésie, son père* 
présenta im ensemble symptomatique, d'abord vague : agitation, 
insomnie, épistaxis, et qui aboutit également à un point de côté 
violent, siégeant à droite, et à un épanchement pleural considé- 
rable. La guérison demanda trois mois de traitement. 

Enfin, dans la même maison, une troisième personne devint 
malade, en présentant des symptômes semblables à ceux que 
nous venons de relater. 

M. Schneider n'a pu trouver dans l'habitation de ces malades 
de cause évidente d'insalubrité; cependant il sait que, sous ce 
rapport, la maison a été soupçonnée par l'autorité communale, 
car on y a pratiqué des mesures de désinfection avant Féclosion 
des cas que nous venons de rap|K)rter. Mais l'ensemble des plié- 
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nomèncs observés, Tétat général sérieux des malades, la coïnci- 
dence dos trois maladies, la purulence d'emblée chez Tenfant, 
font croire à une origine infecu'euse. 

L^examen bacillaire n'a pas été pratiqué : on sait, d'ailleurs, 
qu'il n'a pas dit son dernier mot en ce qui concerne la pleurésie. 
Le pansement consécutif à Tempyôrne a été antiseptique. 
M. Schneider eut recours au drainage de Dujardin-Beaumetz, 
qui consiste dans l'emploi de trois drains d'égale longueur assu- 
jettis les uns aux autres. 

M. Verriesl préconise pour le drainage l'emploi d'un tube en 
caoutchouc entrecoupé d'un tube de verre pour contrôler l'écou- 
lement, et venant s'aboucher dans un récipient que le malade 
peut porter à l'intérieur du gilet. L'extrémité du tube qui 
s'abouche avec le récipient est pourvue de deux morceaux de 
baudruche, dont le rôle est de s'opposer au reflux de l'air du 
flacon dans In plèvre. 

Quant au lavage, M. Vcrriest ne l'admet que s'il y a fétidité 
de répanchemont, et il croit, d'ailleurs, qu'en certains cas la 
simple ponction suffit a la cure d'un épanchement purulent. « Le 
plus souvent, dit-ii, le lavage est illusoire dans la plus grande 
étendue de la plèvre, en raison des adhérences et des reccssus 
qu'elles limitent. L'injection d'un liquide ne peut certes renou- 
veler le contenu des cavités formées par les exsudats inflamma- 
toires. » 

M. Borginon, le traducteur de l'œuvre de Lister, dit que 
l'éminenl clinicien anglais ne fait pas le lavage de la plèvre, et 
qu'il se contente d'assurer l'écoulement des liquides épanchés 
en se servant d'un tube métallique (cuivre) à large rebord. Il ne 
redoute pas l'entrée de l'air dans la plèvre, mais il le fait passer 
à travers une gaze antiseptique. Le chlorure de zinc assure, 
parait-il, pour quatre jours l'asepsie du liquide. 

M. Schneider a pratiqué, il y a une quinzaine de jours, une 
ponction dans un cas d'épanchement pleural abondant. Il retira, 
XII. /• 
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en effet, de la plèvre gauche environ 3 */> litres de sérosité. Mais, 
après récoulemcnt de cotte énorme quantité de liquide, il con- 
stata avec surprise la même matité du thorax qu'avant i opéra- 
tion. Le malade était en proie à un état d'angoisse très inquié- 
tant, survenu après une quinte de toux. L'agitation et le malaise 
étaient tels que Ion pouvait craindre une mort très prochaine, 
quand, tout à coup, le calme se fit, et la sonorité se manifesta 
dans tout le thorax. M. Schneider attribue ce phénomène h lem- 
prisonnement du poumon, recouvert d'un exsudât qui s'organi- 
sait, et au brusque dcplissemcnt de lorgane pulmonaire, par 
suite de la rupture de lenveloppe qui ienserraîL 

Incidemment, M. Proost soulève la question des conséquences 
sanitaires pouvant résulter de l'irrigation dos champs de culture 
par leau des égouls. Cette eau, souillée de nombreux détritus de 
matières organiques, chargée des microbes dos maladies infec- 
tieuses, ne va-t-elle pas vicier l'atmosphère des campagnes 
d'abord, puis les rivières dans lesquelles elle se déversera après 
sa filtration à travers le sol? Cette question n'est pas définitive- 
ment résolue, bien que les expériences tentées jusqu'à ce jour 
soient de nature à faire admettre l'innocuité de ce système d'ir- 
rigation. 

Enfin M. Verriest traite la question de la diète dans la 
néphrite. Il constate que l'on est généralement d'accord pour 
considérer le traitement pharmaceutique comme de peu de 
valeur pour combattre celte maladie. Tout le monde, au con- 
traire, admet l'heureuse influence du régime lacté. Mais com- 
ment agit le lait? Est-ce par sa composition chimique, par 
reffîcacilé particulière de l'un ou l'autre de ses éléments, 
caséine, sucre de lait, sels? Sans le nier, ou plutôt sans le con- 
tester formellemeni, M. Verriest croit que si le lait est favorable 
dans le traitement de la néphrite, c'est parce que, administré 
comme il l'est généralement, il laisse les reins presque à l'état de 
repos. En effet, au lieu de faire deux, trois, quatre repas au lait 
dans la journée, on prend ordinairement ce liquide par fraelioos 



à 



— 8S — 

moindres et plus souvent répétées. Dans ces conditions, tout en 
assurant la nutrition générale, le lait ne donne guère de surcroit 
au travail d'élimination des reins, ou du moins il le répartit sur 
toute une longue série d'heures. La composition du lait est, 
d'ailleurs, bien faite pour ne pas permettre une absorption 
rapide. 

Une fois dans Testomac, il se prend en caillot. L'albumine et 
surtout la caséine, qui forme une portion considérable de son 
volume, demandent une élaboration spéciale, peplonisnnle, avant 
de passer dans les vaisseaux de Testomac et dans ceux de l'in- 
testin; le sérum seul est d'abord résorbé petit à petit, puis le 
coagulum albumineux progressivement transformé. 

Si l'on exprime par une courbe la rapidité avec laquelle a 
lieu l'absorption d'une quantité donnée d'eau introduite dans 
l'estomac, on voit que cette courbe arrive rapidement à son 
sommet et regagne, également en peu de temps, dans sa des- 
cente la ligne horizontale. L'élimination de cette eau par les 
reins se fera un peu plus tardivement, mais rapidement encore 
et en activant sensiblement la sécrétion normale, eu égard à ce 
qu'elle est à letat de dicte. 

Si Ton introduit l'eau directement dans les veines, cette 
brusque absorption détermine aussi un accroissement brusque 
du travail des reins, ce qui est sans influence fâcheuse sur des 
organes sains, mais peut accroitre l'afl'ection d'un organe dont 
l'état inflammatoire exige le repos. 

Si l'eau, au lieu d'être introduite comme telle dans l'estomac, 
fait partie intégrante des aliments que l'on ingère (viande, 
légumes, lait), elle exigera naturellement un temps plus consi- 
dérable pour être absorbée, et, d'après M. Verriest, c'est sous 
forme de lait que l'eau sera absorbée le plus lentement, car le 
lait se prend dans l'estomac en un coagulum qui doit être attaqué 
peu à peu par le suc digestif, de la périphérie du bloc vers son 
centre, tandis que les autres aliments sont broyés et divisés avant 
de pénétrer dans l'estomac, et, une fois dans cet organe, présen- 
tent, par cette division même, de multiples surfaces h l'attaque 
du fluide digestif. L*absorption des différents éléments du lait 
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sera donc graduelle, et Ton peut dire qu'il en sera de même de 
Télimination des produits cellulaires excrémentitiels à laquelle il 
donnera lieu. Le rein restera donc presque en repos, c'est-à-dire 
dans la condition la plus favorable à sa guérison, surtout, comme 
nous le disions plus haut, en raison des prises fractionnées en 
usage dans la diète lactée. 

Celte interprétation de faction favorable de ce régime soulève 
quelques réserves de la part de M. Schneider, qui fait remarquer 
qu'il n'y a pas à considérer seulement le caséum dans le lait 
introduit dans lestomac, mais aussi le sérum, et que ce sérum 
constitue un volume important, eu égard à la quantité de lait 
ingérée; qu'en outre, si le coagulum contient encore du liquide 
qu'il ne doit abandonner que peu à peu à l'absorption, ce liquide 
est fort peu important vis-à-vis du sérum, libre dès la coagulation 
du lait. 

iM. Borginon attribue au lait une action diurétique douce et 
réelle; il se demande si le sucre de lait n'aurait pas ici Tin- 
flueiice qu'exerce le glycose dans le diabète sur l'hypersécrétion 
urinaire. 

On fait observer à M. Borginon que, si le glycose existe dans 
l'urine des diabétiques, on ne constate pas, en général, la pré- 
sence du sucre dans l'urine des néphritiques. 

Enfin, M. Verriest croit qu on pouri^ait, en cas d'intolérance 
du régime lacté, remplacer ce régime par une alimentation qui, 
comme le lait, ne céderait que peu à peu ses principes à Fab- 
sorpiion, par exemple le riz, les fécules granulées... D'ailleurs 
de nouvelles rechen*hes pourront élucider ce point particulier. 

• 

Jeudi, S avril fSSS. — Après la liH*lure du procès -verbal 
de la séance précédente, M. Itorginon fait remarquer que Pirri- 
galion par IVau d'égout dont il est fait mention dans ce procès- 
voibal pourrait bien ne pas être sans influence sur la propagation 
do écriâmes alTeeiions contagieuses. 

Il se l>aso sur l'éelosion de plusieurs cas de fièvre typhoïde 
dans le personnel ouvrier employé au curage des fosses è 
purin. 
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Mais on doit observer que Tapparition de la fièvre typhoïde, 
dans ce cas, n'implique pas précisément la propagation des 
germes contagieux par Fair. Les soins de propreté peu scrupu- 
leux des ouvriers employés aux travaux des champs expliquent 
suffisamment l'absorption des germes morbifiqucs par les voies 
diges{ives. Il résulte, d'ailleurs, d'une récente discussion qui a eu 
lieu au Conseil d'hygiène publique, que l'irrignlion par les eaux 
d'égout semble être sans influence sur la propagation des mala- 
dies. 

La parole est donnée ensuite à M. Venneman pour exposer un 
mode de pathogénie des affections des voies lacrymales. Com- 
ment se fait-il^ se demande l'orateur, que les maladies aiguës de 
la conjonctive se communiquent assez rarement aux voies lacry- 
males? Les microbes les traversent cependant en abondance, et 
il est plus que probable qu'ils n'ont point encore perdu h ce 
moment ni leur vitalité, ni leur pouvoir de reproduction. M. Ven- 
neman estime, en s'appuyant sur des observations cliniques, 
qu'une condition indispensable à la prospérité des microbes, c'est 
la congestion du tissu sur lequel ils se trouvent. Comment agit 
cette congestion? Est-ce en affaiblissant la vitalité des éléments 
cellulaires épithéliaux? Très probablement non, car celte hypo- 
thèse ne s'accorde guère avec l'existence d'une vascularisation 
plus riche. Il est, au contraire, très rationnel d admettre que 
riiyperhémie provoque une superproduction de nouvelles cel- 
lules, en si grand nombre qu'elles manquent en quelque sorie 
dorganisation pour remplir leur rôle protecteur vis-à-vis des 
muqueuses, et qu'elles deviennent la proie des microbes. 

Mais d'où vient que la congestion des voies lacrymales n'ac- 
compagne pas plus souvent celle de la conjonctive? Cela tient 
à l'origine différente de leur vascularisation. Les voies lacrymales 
tirent leurs vaisseaux de la même provenance que les bords 
ciliaires, c'est-à-dire de Tartère naso-froniale, tandis que les con- 
jeclives les reçoivent de la palpébrale interne et de l'artère orbi- 
taire. Tant que les vaisseaux des bords ciliaires ne sont pas 
encombrés, il n'y a pas dliyperhémie des voies lacrymales. Cette 
hyperhémie existe, au contraire, quand les bords ciliaires sont 
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enflammés, soit pour leur propre compte, soit consécutivement 
aux affections chroniques des conjonctives. Les voies nasales et 
lacrymales reçoivent des rameaux vasculaires de même origine. 
Aussi n'est-il pas rare de voir les secondes s'hyperhcmier et s'en- 
flammer consécutivement à des affections chroniques qui enva- 
hissent les premières. 

M. Struelcns développe ensuite la genèse des nécroses des 
maxillaires chez les ouvriers qui manipulent le phosphore blanc. 
On sait que la fabrication des allumettes comprend la taille, la 
mise en cadre, le trempage, le dégarnissage et la mise en boites. 
De ces opérations, le trempage (y compris le dégarnissage) et la 
mise en boite sont les plus dangereux. 

M. Slriiolens fait le tableau effrayant de l'aspect des malheu- 
reux ouvriers atteints de nécrose. Au point de vue de leur éiai 
général, ils sont frappés de déchéance organique et susceptibles 
de contracter toutes les affections contagieuses. Quant à l'état 
des mâchoires, il est horrible. Les gencives sont enflammées, 
bouffies, fétides, criblées de fistules aboutissant au périoste et 
aux os des maxillaires nécrosés et tombant par fragments consi- 
dérables. L'infection purulente, des complications cérébrales et 
méningées viennent souvent mettre fin à cette terrible scène 
morbide. — On a préconisé l'emploi de l'essence de térébenthine 
contre Tintoxication phosphorée, la ventilation de l'atelier par le 
plancher, en raison de la grande densité du phosphore, et surtout 
la substitution du phosphore rouge au phosphore blanc. 

Quelle est la genèse des accidents auribués au phosphore? 
Il est acquis que la carie dentaire favorise, dans une très large 
mesure, l'apparition des troubles que nous venons d'exposer. Le 
phosphore pénétrerait par les points de carie, et s'en prendrait de 
proche en proche au tissu osseux en se dissolvant dans ses par- 
ties graisseuses. Mais, étant donnée la facilité d'absorption que 
présentent les voies respiratoires vis-à-vis du phosphore, n'esl-il 
pas rationnel de penser que ce corps exerce d'abord sa terrible 
influence sur Tétat général, et ne provoque que par son intermé- 
diaire ses funestes effets? Telle est l'opinion de M. BorginoD. 
Toutefois, la grande fréquence des accidents locaux comme phé- 
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nomèncs primitifs et Texistencc presque constante d'une carie 
dentaire antérieure donnent à la première interprétation le plus 
de vraisemblance. 

M. Goris expose ensuite le récit de diverses opérations prati- 
quées sur des sujets atteints de tumeurs des fosses nasales, de la 
partie supérieure du pharynx et du maxillaire : tumeurs fibreuses, 
adénoïdes, sarcomateuses, qu'il fait passer sous nos yeux. 

Il indique ensuite le procédé opératoire et l'appareil instru- 
mental auxquels recourt le chirurgien en présence de ces néo- 
plasmes. (Voir 2** partie, pp. 2i32 et suivantes.) 

Enfin le dernier sujet à Tordre du jour est celui que déve- 
loppe le secrétaire de la section, et qui est relatif à Tinfluence du 
café sur l'excrétion de l'urée urinaire. M. Dumont déduit de ses 
expériences des conclusions favorables à Faction antidéperditive 
du café. 

La section procède ensuite au dépouillement du scrutin pour 
l'élection du Bureau, qui est ainsi constitué : 

Président, MSI. Venneman. 
Vice-présidents, Cuylits et iVIoellbr. 
Secrétaire, A. Dumont. 
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ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU JEUDI 27 OCTOBRE IS87. 

La conférence avait pour sujet Les premiers âges du métal dans 
le sud-est de l'Espagne. 

MM. Henri et Louis Siret, membres de la Société scientifique 
de Bruxelles, après avoir exploré, entre Carthagène et Almérie, 
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une zono côtiére de 75 kilomètres et fouillé environ quarante sta- 
tion» préhistoriques, ont mérité, en 1887, pour le compte rendu 
de leurs mngnifiques découvertes, le prix de 20,000 Trancs fondé 
A Barcelone par D. Francisco Martorell y Pena. C est de ces 
belles recherches, qui produisirent dans le monde savant une si 
profonde sensation, qu'ils entretiennent ras.<emblce générale, à 
Inquelle ils montrent en même temps des spécimens de la riche 
collection qu'ils ont rapportée dans leur patrie. 

On sait combien sont rares les renseignements qu'on possède 
sur les anciens habitants de la péninsule ibérique. Cest ainsi 
qu'il existe à Madrid un musée archéologique remarquable, 
quoique installé dans dos locaux insuffisants, dans lequel on 
peut admirer une superbe eolleeiion de monnaies et de médailles, 
do précieuses antiquités historiques, une belle série d*armes 
et de poteries péruviennes et mexicaines; mais la partie pré- 
historique relative à PEspogne y fait presque entièrement 
dér«uL 

MM. SirtM sont fuirvenus i\ recueillir une quantité énorme de 
nti^tériiiux |H>ur IVtude des premiers temps de riiumanitc en 
lln^rie; rien n*y manque, toutes les séries d objets qu'on trouve 
dî^ns les et>IUHMions do oo giM^ro y sont largement re|rcsenices : 
les outils on piorn\ ou silox et on os, la j>oieric, les armes et 
Mïs^ruiuonts do méiaL les bijoux do pierre, de ouixre, d argent 
ot dW, los ori\nos humains « les squolotios, h-s tissus, etc., per- 
moUout dViudùT d'une m^nii^ro o^unploto coscixîlisaitions primi- 
lîvos^ 01 do ri'|Vt>ndiv j^ plusieurs questions qui jusqu a prcseut 
f^t;^>out dos f^njjiwos d«ns U pniHustoirv. 

tos tH^nfôïx'^noiors *viu o^^nduii I «iiditoJro i inxcrs les pit^rès 
5^KV03^ifs A^ysM^^plis |VAr k'^s |>ooplo$ do^ii ils ont revolé Tcxis- 
ioi^>o. IW \MU n^^MUro o^Mun^o^t d'^lvMxi oes invoimcs » serraient 
o\vh«^ùt^K^u d\HUils 01^ jvit rrv oi sic <\Nnsiruis«ki)i des huiles 
fi^.v<s»<^^s^ j^uis >io ^^K^Jîo mA1^^0lYt^J^es<^^u^u:a<^o.Hl\elkseldes 
^^^ jv3^^ |MS(i\St^N^M>os Joi^r firtit^r»! a]^xvto$ f»iir fdk^ 
<^ï^is ^^^ï^i^i^ ^« <va^ï^w»î 'ik^ivois lo$ twwdilioiïis de lo«r 
N^v s'^*w^>«Mf>Nfv«^i ; VNNWWïO^it <iî5t8» :«* 4<^^*^f^ wne irobàèiBe 
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restèrent encore inconnus, mais où les arts ont notablement 
progressé, et où les coutumes funéraires dénotent un respect 
touchant pour les défunts. C'est dans cette phase que Ton voit 
apparaître une grande quantité d'objets en argent, fait nouveau 
dans la période appelée âge du bronze^ mais qui s'explique aisé- 
ment par la présence de l'argent natif dans la contrée explorée. 
MM. Siret ont terminé en invitant leurs auditeurs à venir faire 
plus ample connaissance chez eux, à Anvers, avec leurs superbes 
collections. L'ouvrage monumental où ils décrivent dans tous les 
détails leurs remarquables découvertes a paru dans le courant de 
novembre 1887. La Revue des questions scientifiques (janvier et 
avril 1888) a publié sous le titre : Les premiers âges du métal 
dans le sud-est de l'Espagne, un article de MM. H. et L. Siret, 
où Ton trouvera la plus grande partie de leur conférence. 



II 



ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU JEUDI 26 JANVIER 1888. 

La conférence de ce jour, faite par M. Germain Bapst, avait 
pour sujet VÊtain dans Vanliquité. 

La question de letain est une des plus importantes de Tar- 
chéologie; elle soulève à chaque instant de nouvelles contro- 
verses, et de nouveaux travaux viennent aussi à tout moment 
réclairer d'un nouveau jour. 

La découverte de Tétain par l'homme et son usage marquent 
un des grands pas du progrès intellectuel. En eiFet, si le cuivre 
est facile à trouver, s'il se présente à la vue d'une façon saisis- 
sante, l'éiain se cache à l'état d'oxyde sous des formes peu 
attrayantes. 

Le mélange de l'étain et du cuivre produit un métal de qualité 
particulière, et il a fallu un esprit d'observation très avancé pour 
arriver à inventer cet alliage. 

Avant d'étudier d'où provient l'étain, il importe de signaler 
une tendance du monde savant à reconnaître qu'avant l'âge du 
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bronze il a existé presque partout un âge du cuivre pur> succé- 
dant à Tâge de la pierre. 

Étant donné, d'après les monuments retrouvés en Egypte ou 
en Chaldée, que Tétain était exploité et servait à la composition 
du bronze trois mille ans avant Jésus-Christ, il importe de cher- 
cher d*où il a pu provenir dès les premiers temps. On a long- 
temps cru que c'était du Caucase, mais on a constaté depuis que 
les montagnes de Tisthme Pontocaspien ne contenaient point ce 
métal ; que Malacca et Banca étaient beaucoup trop loin pour 
avoir été la source alimentaire des premiers hommes qui exploi- 
tèrent rétaiti au centre du monde ancien ; que les Iles Britan- 
niques et TEspagne n'avaient pu non plus le leur fournir, ces 
deux contrées n'étant pas vraisemblablement encore explorées à 
cette époque par les navigateurs. Alors on s'est retourné vers 
les renseignements fournis par les textes anciens, pour rechercher 
si l'Asie centrale avait possédé des mines d'étain. Strabon 
indique bien la Drangiane (le Khorassan d'aujourd'hui) comme 
produisant de l'étain. Ce texte du géographe a amené un grand 
nombre d'archéologues h s'occuper de celte question, et elle 
mérite d'èire profondément étudiée. 

Le texte do Strabon est appuyé par le dire de certain voyageur 
russe; cependant, pour quiconque connaît le pays, Taflirmation 
de Strabon et celle qui a été communiquée à la Société de géo- 
graphie de Saint-Pétersbourg sont loin d'être décisives; mais, 
sans rien adirmer^ on peut dire que le jour où il serait démontré 
qu'il y a de l'étain au Khorassan, le problème de la recherche 
de notre métal dans la haute antiquité serait résolu. 

Si, au contraire, on acquérait la preuve que l'étain n'existe 
point dans la Perse orientale, il resterait à rechercher un autre 
point du globe qui aurait pu le produire. Ce point, c'est l'Altaï, 
que plusieurs raisons désignaient autrefois comme ayant dû 
fournir lalliage du bronze: mais, à l'heure qu'il est, les géologues 
nVnt point encore analysé les roches de ces montagnes aujour- 
d'hui inhabitables: et là encore, si nombre de faits d'ordre 
moral nous font émettre des hypothèses* les faits matériels man- 
queui pour pouvoir donner la preuve de Texistenee de Tétain 
dans TAItal. 
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Quoi qu'il en soit, aussitôt que les Phéniciens et les Cartha- 
ginois eurent sillonné les mers en tous sens, on exploita Tétain 
sur tous les points du globe où son existence fut conslaice ; mais 
nulle part Texploilalion ne fut plus active qu'en Angleterre. Les 
passages qui subsistent de Possidonius nous ont fourni les détails 
les plus précis sur cette exploitation et sur le commerce auquel 
elle donnait lieu. 

Enfîn, au commencement de notre ère, nous constatons que 
rétain est employé, en diverses circonstances, à Tétat de métal 
pur et joue le rôle d'imitation d'argent; sa qualité essentielle 
d*étre le plus sain de tous les métaux lui donne un usage con- 
stant dans la médecine. C'est dans les vases ou les custodes 
d'étain que les médecins de l'antiquité ordonnaient de tenir les 
remèdes qu'ils préparaient, parce que ce métal conserve ces pré- 
parations avec le moins d'altération. 

Voilà ce que nous savons aujourd'hui de l'ctain dansTanti- 
quité. Les problèmes sont posés; jusqu'à présent, les solutions 
se réduisent souvent à des hypothèses ; mais ces hypothèses 
peuvent d'un moment à l'autre devenir des certitudes, ou du 
moins servir à de nouvelles découvertes qui amèneront la con- 
naissance de la vérité. 

On trouvera dans la Revue des questions scientifiques y 
avril 1888, le résumé de cette conférence. 

III 

ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU MARDI 3 AVRIL 1888. 

Le R. P. Carbonnélle, secrétaire de la Société scientifique, lit 
le rapport suivant : 

Messieurs, 

La circulaire du 3 mars dernier, en vous annonçant que le 
Conseil avait résolu d*avancer d'une semaine la session annuelle 
de 1888 et d'en réduire la durée à trois jours, ajoutait que cette 
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décision avait été prise pour éviter des coïncidences de dales. 
Vous avez aisément deviné les deux faits principaux auxquels 
cette formule faisait allusion. 

Le premier est la résolution, prise par les catholiques d*un 
pays voisin, de réunir un congrès internatronal de savants et 
d'écrivains animés du même esprit que la Société scientifique de 
Bruxelles, congres auquel plusieurs de nos membres les plus 
actifs ont été invités, et dont la Commission organisatrice, soit 
quVIlo ignorât nos usages, soit que les circonstances ne lui per- 
missent pas dagir autrement, a fixé la réunion aux jours où, 
dv'puis (les années, nous tenions nous-mêmes nos séances Ceux 
d'entre vous. Messieurs, qui ont l'intention d'y prendre part sau- 
ront gré au Conseil de sa décision, et les autres, j'en suis sûr* ne 
lui re|)roehcront pas cet acte de courtoisie. Nous devons tous 
sonhaiier que la nouvelle entreprise réussisse, car elle a pour 
but, comme la nôtre, de montrer au monde qu'il n'y a pas d'op- 
position entre la foi et la raison, pas d'incompatibilité entre l'es- 
prit scientifique et l'esprit religieux. 

Le second motif du changement adopté cette année est la date 
choisie pour le départ des pèlerins belges qui vont à Rome dire 
au Souverain Pontife, tt l'occasion de son jubilé sacerdotal, eom- 
bien In Belgique est dévouée au Saint-Siège et à l'Eglise. C'est le 
9 avril que les trains spéciaux doivent les emporter; et c'eût été 
prcci>énient le 9 avril que nous aurions ouvert notre session, si 
nous nous étions conformés, cette année, aux précédents. Parmi 
ces pèlerins, la Société scientifique compte un certain nombre 
des siens. Ils remercieront Léon XIII des encouragements qu*à 
plusieurs reprises il a daigné accorder à notre œuvre. Déjà, du 
reste, l'exposition belge de la rue des Douze-Apôtres et l'expo- 
sition universelle du Vatican ont accueilli, avec les œuvres de 
plusieurs d'entre nous, les volumes de nos Annales et de notre 
Revue que la Société scientifique a fait présenter au Saint-Père 
en cette occasion. La collection complète de nos publications est 
maintenant au palais du pontife, et elle y témoigne des efforts 
que nous faisons pour répondre dignement à ses encouragements, 
ainsi que de notre filial dévouement. 
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Chose remarquable, Messieurs, et bien faite pour desespérer 
un secrétaire chargé de vous faire son rapport annuel, le chan- 
gement de date dont je viens de vous exposer les misons est, 
malgré son peu d'imporlance, Tévéncment le plus saillant quo je 
trouvée vous signaler. Pour tout le reste, Paclivité de notre vie 
sociale ne s'est pas ralentie, mais elle n'a rien perdu de sa Iran- 
qnillité. Ni luttes, ni compétitions, ni intrigues. Nos deux publi- 
cations, Annales et Revue, ont continué à faire paraître des 
travaux appréciés des savants et du public choisi auquel nous 
les adressons. Il ne me reste donc qu'à vous signaler le mouve- 
ment de nos listes. 

Noire liste funèbre renferme, hélas, le nom d'un des profes- 
seurs les plus sympathiques de rUnivcrsilé de Louvain, le véné- 
rable M. Hairion, qui fut plusieurs fois président de notre 
section des sciences médicales, et donna toujours Texemple de 
lassiduité aux séances de cette section. Il laisse parmi nous, 
comme parmi ses collègues et ses anciens élèves, des regrets 
unanimes et un souvenir ineffaçable. 

Nous comptons aujourdliui S40 membres, dont 177 étrangers 
et 363 Belges; c'est 22 de moins que Tannée dernière et, chose 
qui doit un peu nous piquer, parmi ces 22 manquants, il y a 
21 Belges. Ne vous semble-t-il pas que le patriotisme exige de 
nous un peu de propagande? 

Le nombre des abonnés à la Revue des questions scientifiques, 
qui, l'année dernière, avait légèrement augmenté, a cotte année 
légèrement diminué. Le rétablissement d'une revue française 
dont les fameuses lois existantes avaient entraîné la suppression, 
est la cause à peu près unique de cette diminution. Mais, ici 
encore, un peu de propagande, faite autour de nous, nous per- 
mettrait de nous réjouir du bien qui se fait ailleurs sans avoir 
à en regretter pour nous-mêmes les conséquences fâcheuses. 

Il est ensuite donné lecture du rapport suivant présenté par 
le Trésorier de la Société. 
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Compte détaillé des recettes et des dépenses de l'exercice écoulé 

du H avril 1887 au 51 mars 1888. 

Recettes. 

Encaisseai! 11 avril! 887 fr. 52,620 13 

439 cotisations 6,585 » 

2 rachats perpétuels 300 » 

791 abonnements h la Revue des questions scienti- 
fiques 13,990 60 

Coupons du portefeuille 2,575 » 

Intérêts en banque au 30 juin 1887 838 45 

— — au 31 décembre 1887 . . . 365 » 

Total. . . fr. 77,274 18 

Dépenses. 

Frais de bureau, de banque et de recouvrement, fr. 381 55 

— de sessions 372 55 

Impression et expédition des Annales et des circu- 
laires 3,972 17 

Aeriie des questions scicfitifiques : 

a) Direction et collaboration 6,909 25 

6) Impression et expédition 7,801 44 

Indemnité au secrétaire 500 » 

— aux secrétaires de sections et au secré- 
taire adjoint 900 » 

Subside pour recherches scientifiques .... 500 » 

Reliure pour le jubilé du Souverain-Pontire. . . 313 50 

Achat de titres 29,973 80 

Encaisse au 1^ avril 1888 25,649 92 

Total. . . fr. 77,274 18 
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Situation du capital au 31 mars 1888. 

Capital social. 

Actif. 7,400 francs. Emprunt de l'État 
belge 3 Va Vo,2' série, à fr. 101,75, 
inléréls non compris 7,529 50 

10,000 francs. Emprunt de TÉlat 
belge 3 V2 "A, 3« série, à fr. 101,80, 
intérêts non compris 10,180 » 

1,500 francs. Emprunt de TÉtat 
belge 3 7o, à fr. 92,55, intérêts non 
compris 1,388 25 

10,000 francs. Obligations de la 
Caisse d'annuités dues par TElat, à 
4 V2 Vo, à fr. 115,50, intérêts non 
compris . .11,550 » 

16,000 francs. Obligations de la 
Caisse d annuités dues par TEtat, à 
3 7o, à fr. 91,75, intérêts non 
compris 14,680 » 

50 obligations du chemin de fer 
Guillaume- Luxembourg, 3 7o9 à 
427 francs, intérêts non compris . 21,350 » 

145 obligations chemins de fer 
vicinaux, 3 7o> à fr. 106,50, inté- 
rêts non compris 15,442 50 

30 actions privilégiées du chemin 
de fer de Bruxelles-Lille-Calais, à 

fr. 427,50, intérêts non compris . 12,825 » 

94,945 25 

Passif. 32 parts de fondateur de 

500 francs 16,000 » 

38 rachats perpétuels de 150 fr. . 5,700 » 

21,700 > 

Excédent d'actif . . • fr. 73,245 25 



M. le Présidenl propose à rassemblée de nommer, pour 
vériûer le compte rendu du Trésorier, MM. Lagasse et Otto. 
— Adopté. 

Le R. P. Vanden Gheyn fait ensuite une conférence sur cette 
question : La race aryenne est-elle originaire de V Europe? 
Depuis quelques années, cette opinion, patronnée par Lytton 
Bulwer, Laiham, Geiger, Benfey et Fick, cherche à s'accréditer 
dans la science. Les travaux récents de MM. 0. Schrader et Penka 
Pont popularisée en Allemagne et, au dernier Congrès de PAsso- 
ciation britannique, tenu à Manchester en septembre 18S7, 
MM. Sayce et Taylor l'ont bruyamment défendue. A en croire la 
nouvelle théorie, le centre de formation des langues aryennes ne 
serait plus l'Asie, comme on le croyait jadis, mais l'Europe, et en 
particulier pour MM. Penka, Sayce et Taylor, la Scandinavie. 

Le conférencier, qui par de nombreux travaux a cherché 
depuis longtemps à élucider les problèmes relatifs à l'origine et 
aux migrations des peuples aryens, s'élève vigoureusement contre 
la thèse de leur provenance européenne. Après avoir fait l'his- 
toire des principaux systèmes, le P. Vanden Gheyn examine suc- 
cessivement les preuves que Ton fait valoir : arguments linguis- 
tiques, anthropologiques, géographiques. 

L'école philologique moderne revendique des droits de priorité 
et d'archaïsme pour les idiomes européens relativement au sans- 
crit et au zend. C'est là une assertion gratuite, et en tous cas sans 
portée aucune pour la question d'origine. Mais la grande preuve 
linguistique est tirée de ce fait que le vocabulaire aryaque pri- 
mitif révèle des conditions météorologiques qui ne se réalisent 
que pour l'Europe, une faune et une flore exclusivement euro- 
péennes. Le P. Vanden Gheyn montre combien toutes ces affir- 
mations sont absolues, et il conclut avec M. de Ujfalvy, qui a 
exploré à fond les contrées asiatiques que l'on croit avoir été le 
berceau primitif des Aryas : « Les vallées qui avoisinent le Pamir, 
le Darwâz, le Karategine et le Kohistan satisfont à toutes les 
données de la paléontologie linguistique. Il y a là un pays froid. 
Tété est court. Les plantes alimentaires et les animaux domestiques 
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sont bien ceux que signale le vocabulaire aryaque. On trouve le 
pin, le bouleau et le chêne. Les grands fauves n'y vivent pas. » 

Mais c'est surtout au nom de Tanthropologie que Ton veut faire 
les Aryas indigènes en Europe. El pourquoi? Parce que les Ger- 
mano-Scandinaves, avec leur crâne allongé, leurs yeux bleus et 
leur chevelure blonde, reproduisent le type Ar)'en primordial. 
Véritable postulatum, comme Ta prouvé le P. Vanden Gheyn, 
et contre lequel proteste l'anthropologie elle-même, qui a con- 
staté dans la race aryenne le dualisme très prononcé de deux 
types. Aussi M. Reinach a-t-il pu dire, en visant les travaux de 
M. Penka, que le P. Vanden Gheyn a surtout réfuté : « Si des 
études anthropologiques supei^cielles donnent le goût des syn- 
thèses romanesques, des recherches plus approfondies en détour- 
nenl ou en guérissent. » 

Enfin, pour les partisans de la nouvelle théorie, la civilisation 
néolithique se confondrait avec la civilisation aryenne. Pour 
M. Penka, il y a parfait accord entre Tàge de la pierre polie en 
Scandinavie et ce que nous savons de Féiat primitif des Aryas. 
M. Schrader établit des rapports identiques entre les peuples des 
palafittes de la Suisse et les Aryas. Ce double système n'a pas 
trouvé grâce devant la critique du P. Vanden Gheyn, qui a pu 
s'appuyer sur l'approbation entière que lui a donnée M. Max 
Mûller dans un récent ouvrage. « Le P. Vanden Gheyn, dit le 
savant professeur d'Oxford, a accompli cette tâche de critique 
avec grande science, avec modération et compétence, et si l'on 
remet sur le tapis celte théorie de Torigine européenne des Aryas, 
il est à espérer que les avocats prendront à cœur les leçons que 
leH^. Vanden Gheyn leur donne. » 

En terminant, le conférencier exprime la conviction que, malgré 
les assertions bruyantes des partisans de la nouvelle théorie, 
malgré le nombre et l'autoriié^des adhésions qu'ils ont recrutées, g 4 

malgré la haute consécration donnée à cette opinion par la section 
d'anthropologie au récent congrès de l'Association britannique, 
à Manchester, l'hypothèse de la provenance européenne des Aryas 
ne repose sur aucune preuve péremptoire, et qu'elle n'a pas 
encore conquis dans la science la place qu'y occupe légitimement 
XII. , 






Topinion beaucoup plus. plausible et moins fantaisiste qui établil 
en Asie le centre de formation et le point de départ des langues 
indo-européennes. 
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ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU MERCREDI 4 AVRIL 1888. 

La conférence de ce jour, Taillis sotis futaie et futaies sur 
taillis, a été faite par M. Ch. de Kirwan, ancien inspecteur des 
forêts en France, et écrivain forestier très estimé. 

Il commence sa causerie par ^ne description détaillée d*un 
taillis sous futaie, en partant d*un taillis simple s'exploitant en 
coupes annuelles à Tàge de 30 ans, en 1750, et le sufvant jus- 
qu'en 1870 et années subséquentes par une série ininterrompue 
d'opérations ayant pour objet de constituer une gradation nor- 
male de réserves de cinq âges différents, espacés de 30 en 
30 ans. 

Le conférencier examine ensuite les conditions d'exploitabilité 
des taillis composés au double point de vue des nécessités 
culturales et du taux de l'intérêt le plus élevé à retirer de la 
forêt, considérée exclusivement comme un capital. Il indique la 
nécessité d'adopter un âge relativement élevé ppur permettre de 
réserver un nombre suffisant de futaies au-dessus du taillis, et 
fait connaître à quels caractères relatifs on peut déterminer Tàge 
au delà duquel il y aurait pécuniairement, ou mieux œmmercia^ 
lement^ plus de perte que de profit à conserver les futaies sur 
pied. C'est ce qu'il appelle « l'exploitabilité commerciale •• é 

La troisième partie de la conférence est consacrée d'abord à 
une critique de l'exploitabilité commerciale en tant que prise 
d'une manière exclusive et trop absolue, pour faire voir que la 
bonne gestion d'un taillis composé demande qu'on ne»soit pas 
trop empressé d'abattre les vieilles futaies tant qu'elles sont bfen* 
venantes. L'orateur expose ensuite ce que c'est que l'exploitabi- 
lité absolue, qui vise à réaliser la plus grande quantité possible 
de matière ligneuse, et est essentiellement favorable à la conser» 



vatîon comme à'I'amélioration de la propriété forestière. On peut 
d'ailleurs établir une combinaison de Texploitabilité absolue avec 
la commerciale, et obtenir une exploitabilité mixte, qui sauvegarde 
dans une juste mesure et l'intérêt du possesseur actuel et Tintérét 
de la forêt elle-même. Enfin, il y a aussi Texploitabilité écono* 
miquCy qui a pour objet de réaliser les produits les plus spécia- 
lement utiles dans une région donnée, et qui peut se combiner 
aussi avec Texploitabilité absolue, se confondant d'ailleurs sou- 
vent soit avec celle-ci, soit avec Texploitabilité mixte envisagée 
au point de vue commercial. 

La conclusion est que le propriétaire forestier doit user et non 
abuser de son bien; il doit se considérer, tant vis-à-vis de ses 
héritiers et descendants que de la société elle-même, comme un 
usufruitier qui doit rendre un jour intacte ou même améliorée la 
propriété dont il a reçu le dépôt. 

La Revue des questions scientifiques, dans sa livraison de juil- 
let 1888, a reproduit les principaux développements de cette 
conférence, sous le titre : Études forestières : Les taillis sous 
futaie. 



ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU JEUDI 5 AVRIL iSSS. 

Les deux commissaires nommés dans rassemblée générale du 
mardi 3 avril, IMM. Lagasse et Otto, proposent d'approuver les 
comptes du Trésorier. Geue proposition est adoptée. 

M. X. Stainier fait une conférence sur la géographie de la 
Belgique pendant les âges géologiques. 

Si Ton ne consultait que la physionomie actuelle de la Belgique, 
son cachet particulier de fixité pourrait nous faire croire qu'elle 
n'a jamais subi de changements. Nous retrouvons cependant sur 
ce sol de nombreuses preuves du passage des mers ; sa géogra- 
phie n'a donc pas toujours été ce qu'elle est aujourd'hui. Pour 
produire des changements de cet ordre, la nature a^mis en œuvre 
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deux puissants agents : d*abord le soulèvement des masses con- 
tinentaleSy ensuite Térosion et la sédimentation des mers. Suivant 
que faction de Fun ou de l'autre dominait, la Belgique passait 
par une phase marine ou par une phase continentale. Deux fois 
ces phases se sont renouvelées en alternant régulièrement. 

Pour éclairer Thistorique des grands changements survenus 
en Belgique, le conférencier expose des cartes indiquant la répara 
tition approximative des mers aux diverses époques. 

D'abord la mer recouvrait complètement le pays, et c'est dans 
ses eaux que la vie faisait sa première apparition. Cette vie pre- 
nait bientôt un développement remarquable, tandis que le 
domaine de la mer diminuait peu à peu. A la surface des conti- 
nents émergés, la végétation houillère faisait son apparition, ses 
produits s'accumulaient lentement au fond de lancienne mer, 
donnant ainsi naissance à la première réserve de charbon dont 
nous jouissons aujourd'hui. Les eaux avaient alors abandonné 
complètement la Belgique; car, durant cette période continentale, 
de puissants soulèvements du sol ont donné au pays une physio- 
nomie tout à fait alpestre. 

Mais les fractures causées par les plissements de Fécorce ont 
permis aux agents extérieurs, et ultérieurement à TOcéan, de 
morceler petit à petit ce massif montagneux et de le faire dispa- 
raître presque complètement. 

Bientôt même la mer envahit de nouveau tout le territoire, et 
ce ne fut qu'après avoir complètement disparu sous les eaux que 
les terres recommencèrent à émerger un peu partout. C'est alors 
que l'Europe vit se former à sa surface presque toutes ses plus 
hautes montagnes, les Alpes, les Pyrénées, etc. La Belgique 
semble avoir subi le contre-coup de ces lointaines commotions; 
aussi on y remarque une lutte prolongée et incessante où la terre 
ferme finit par l'emporter sur l'Océan. Il ne reste plus alors, pour 
donner à la Belgique sa physionomie actuelle, qu'à former le 
système de ses vallées et de ses cours d'eaux. L'homme est d'ail- 
leurs sur la terre à cette époque, et les temps géologiques sont 
terminés. 

Comme conclusion de tous ces changements successifs, le con- 
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férencier montre que la mer pourrait bien un jour, comme aux 
âges précédents, venir recouvrir tous nos travaux et nos monu- 
ments; mais il ajoute que la science est encore impuissante à 
prédire d'aussi redoutables changements. 

On peut lire cette conférence dans la Revue des questions 
scientifiques, juillet 1888, sous le titre : La géographie du Bra- 
bant durant les âges géologiques, 

M. le Président proclame ensuite le résultat des élections 
(voir, page 41, la composition du Bureau et du Conseil), et 
déclare la session close. 
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Sur les relations entre les coefficients calorimétriques d*un corps, par 
M.Ph. Gilbert. (Extrait des Annales de la Société scientifique de Bruxelles,) 

— Bruxelles, 1888. 

Les stations de Page du Renne dans les vallées de la Vézère et de la Corrèze. 
Documents publiés par le D' Paul Girod et Élie Massénat. !•' fascicule. 

— Paris, 1888. 

De la longueur d'une ligne, par le lieutenant E. Goedseels. (Extrait des 
Bulletins de l'Académie royale de Belgique,) — Bruxelles, 1888. 

L'évaporomètre réfrigérant de L. Legras. Notice, par J. Hahn, S. J. — 
Verriers, 4888. 

Cours de machines, par Haton de la Goupillière, membre de Tlnstitut. 
Tome premier, second fascicule, Thermodynamique. — Paris, 1889. 

Mémoires publiés par la Société philomathique à Toccasion du centenaire 
de sa fondation. Transformation propre à conserver le caractère du poten- 
tiel cylindrique d'un nombre limité de points, par M. Haton de la Gou* 
pillière, membre de linstitut. — Paris, 1888. 

Les étoiles filantes et les bolides, par M. Félix Hément. — Paris, 1888. 

Constitution de l'espace céleste, par G.-A. Hirn. — Paris, 1889. 

Four Lectures on Anthropology and Biology, by Rev. Thomas Hughes, S. J. : 
Lecture L Prehistoric Races. — Lecture II. Actual Races in History. — 
Lecture III. Species; or, Darwinism. — Lecture IV. Cells; or. Evolution. 

— Détroit, Mich., 1889. 

Rapport sur le gyroscope-collimateur de M. G. Fleuriais, par M. de Jon- 
quières. (Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des 
Sciences.) — Paris, 1886. 

Rapport sur le Mémoire présenté à l'Académie par MM. Guyou et Simart, 
lieutenants de vaisseau, intitulé : a Développements de géométrie du 
navire, avec application aux calculs de stabilité du navire ». (Extrait des 
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences.) — Paris, 1887. 

Théorie élémentaire, d'après les méthodes de Poinsot, du mouvement de la 
toupie, par M. de Jonquières, membre de l'Académie. — Paris, 1887. 

Traité pratique de l'irrigation des prairies, par J. Keelhoff, 2* édition, revue 
et augmentée. Texte et atlas. — Louvain-Paris, 1888. 
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Essai d'une théorie rationnelle des sociétés de secours mutuels, par Prospcr 
deLafitte. — Paris, 1888. 

Les levers photographiques et la photographie en Toyage, par le D' Gustave 
Le Bon. Première partie : Application de la photographie aux levers de 
monuments et à la topographie. — Seconde partie : Opérations complé- 
mentaires des levers photographiques. — Paris, 1889. 

De rbypnotisme. Discours prononcé à TAcadémie royale de médecine, le 
28 avril 1888, par le D' Lefebvre. (Extrait du Bulletin, i* série, tome IL) 

— 1888. 

Éléments et méta-éléments. Mémoire lu à la Société chimique de Londres, 
par William Crookes F. R. S. Traduit par Willy Lewy. — Paris, 1888. 

Sur le cours d'histoire des mathématiques de TUniversité de Gand, par 
P. Mansion, à Gand. — Note historique sur la règle, de médiation, par 
P. Mansion, à Gand. (Extraits de Bibliotheca maMfma^tca, journal d'his- 
toire des mathématiques, publié par Gustaf Enestrôm.) — Stockholm, 
1888. 

Association française pour l'avancement des sciences. Congrès d'Oran, 1888. 
Réfutation de l'interprétation de la géométrie non euclidienne essayée 
par M. Beltrami; par M. L.-J.-A. de Commines de Marsilly. — Paris. 

Teoria de los errores, por H. Paye. Traducciôn del francés por Joaquiii de 
Mendizabal Tamborrel. Edici6n de la Sociedad • Alzatc •. — Mexico, 
1888. 

Gleanings in Science. A séries of popular lectures on scientific subjects, by 
Gerald MoUoy, D. D., D. Se. — London, 1888. 

Mouvements et températures de l'atmosphère, par le M^' de Montgrand. 

Origine du monde d'après la tradition, ouvrage posthume du chanoine 
Al. Motais, avec Introduction sur la cosmogonie biblique, par Charles 
RoberL -< Paris, 1 888. 

Bibliographie de Léon XIII, d'après le catalogue idéologique, par F. Nizet. 

— Bruxelles, 1888. 

Note sur un problème d'arithmétique. — Note sur les coniques, par M. Mau- 
rice d'Ocagne. (Extrait de Jomal de sciencicu mathematicas e (utrono^ 
micas,) 

Sur les cordes communes à une conique et à un cercle de rayon nul : Appli- 
cation k la théorie géométrique des foyers dans les coniques, par M.Mau- 
rice d'Ocagne. (Extrait des Proceedings of the Edinhnrgh Mathematiccd 
Soeiely.) — iSS7. 

Sur les péninvariants des formes binaires, par M. Maurice d'Ocagne. (Extrait 
des Annales de la Société scientifique de Bruxelles,) — Bruxelles, 1888. 

Recherches micrographiques sur quelques roches de l'Ile de San Miguel 
(Açores),par Eugenio Vaz Pachecodo Canto e Castro. — Lisbonne, 1888. 
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A propos du Canon des éclipses d'OppoIzcr. (Extrait de la revue Ct>2 et Terre.) 

- Bruxelles, 4889. 
Encore le Canon des éclipses. Réponse à M. Flammarion, par Ern. Pasqaier. 

(Extrait de la revue Ciel et Terre.) — Bruxelles i889. 
ISotici' sur les travaux de Théodore d^Oppolzer, avec la liste complète de 

ses publications, par le D' Robert Schram. Traduite de l'allemand par le 

D*" Ernest Pasquier. (Extrait du Bullettino di Bibliografia e di Storia dette 

scienze matematiche e fiiiche,) — Rome, 1888. 
De Tunification des heures dans le service des chemins de fer, par Ernest 

Pasquier. (Extrait des Mémoires de l'Union des Ingénieurs de Louvain.) — 

Bruxelles-Louvain, 1889. 
Eskimo of Hudson's Strait, by F. Payne. (Extrait des Proceedings ofCanadian 

Jnstitute,) — Toronto, 1889. 
Étude bibliographique sur une formule d'Euler, par le P. Théophile Pépin, 

S. J. (Extrait des Atti dell* Accctdemia potUifida de* Nttovi Lincei,) — 

Rome, 1888. 
Christophe Colomb, Français, Corse et Calvais. Étude historique sur la 

patrie du grand amiral de TOcéan, par Tabbé J. Peretti. — Paris-Bastiat 

1888. 
Report of ihc Observations of Ihe Total Solar Eclipse of August 29, 1886, 

made at Carriacou. By the Rev. Perry, S. J., F. R. S. (Extrait des Procee- 

dings of the Royal Society, ) 
La divinité de Jésus-Christ vengée des attaques du rationalisme contempo- 
rain, par le P. Fr. A. M. Portmans, des Frères-Précheurs. Nouvelle édi- 
tion. — Louvain, 1888. 
Des coordonnées tripolaires, par le P.Augustin Poulain. (Extrait du Journal 

de mathématiques spéciales.) — Paris, 1889. 
Mathématiques et mathématiciens, pensées et curiosités recueillies par 

A. Rebicre. — Paris, 1889. 
La chaleur animale, par Ch. Richet. — Paris, 1889. 
El brigadier Albear. Necrologia, por Don Joaquin Ruiz. ^Extrait du 

Mémorial de Ingenieros del ejéreito.) — Madrid, 1887. 
Le Canon des éclipses d'Oppolzer. Réponse à une critique de M. Flamma- 
rion, par le D' Robert Schram. 
Recueil d'exercices sur la mécanique rationnelle, par A. de Saint-Germain. 

Deuxième édition. — Paris, 1889. 
Résistance des fluides, par M. de Saint- Venant, membre de TAcadémie. — 

Paris, 1887. 
Origine paléontologique des arbres cultivés ou utilisés par Thomme, par le 

M<* G. de SaporU. — Paris, 1888. 
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Einheitliche Zeit, von D' Robert Schram. (Extrait du Wiener Zeitung,) — 

Wien, i886. 
Zur Frage der Eisenbabnzeit, von D** Robert Scbram. (Extrait du Wiener 

Zeitung.) — Wîen, i888. 
Cours sur les fonctions elliptiques, professé pendant Tannée 1887 à la Faculté 

catholique des sciences de Lyon, par M. le 0*de Sparre. Troisième partie. 

(Extrait des Annales de la Société scientifique de Bruxelles.) — Bruxelles- 
Paris, i888. 
Cours d'analyse de TÉcole polytechnique, par Cb. Sturm, membre de Tin- 

stitut. Neuvième édition. — Paris, 1888. 
Dictionnaire abrégé des sciences physiqi^s et naturelles, par Ëvariste Thé- 
venin et H. de Varigny. — Paris, 1889. 
An Expérimental Study on the Influence of Magnetism and Température on 

the Electrical Résistance of Bismuth and its Alloys with Lead and Tin. 

By Edmond von Aubel. (Extrait du Philosophical Magazine.) 
Recherches expérimentales sur Tinfluence du magnétisme sur la polarisation 

danslesdiélectriques, par Edmond Van Aubel. - Deuxième note. (Extraits 

des Bulletins de l'A cadémie royale de Belgique.) — Bruxelles, 1885 et 1 886. 
Sur rintensité lumineuse des bandes d'absorption des liquides colorés. Note 

de Cb.Fiévez et Éd. Van Aubel, lue à la Société française de physique, 

dans la réunion du 15 mars 1889. 
Ueber den Einfluss des Magnetismus und der Wârme auf den elektrischen 

Widerstand des Wismuths und dessen Legirungen mit Blet und Zinn, von 

Edmond van Aubel. (Extrait de Bepertorium der Physik^ herausgegeben 

von D' F. Exner.) 
Note sur I. Blanche, ancien consul de France en Syrie, par Fabbé L.Vincent. 

(Extrait du Bulletin de la Société botanique de France.) — Paris. 
Congrès bibliographique international, tenu à Paris du 3 au 7 avril 1888. 

Les progrès de la physique de 1878 à 1888; par M. Aimé Witz. (Extrait 

du Compte rendu des travaux.) — Paris, 1 888. 
Société industrielle du Nord de la France. Production et vente de Pénergie 

électrique par les stations centrales; par Aimé Witz. — Lille, 1889. 
Manuel pratique de cristallographie, par G. Wyrouboff. — Paris, 1 889. 
Anales del Museo nacional, Repûblica de Costa Rica. Tomo I. Aïîo de 1887. 

— San José, 1888. 
Annales de TAcadémie universelle des sciences et des arts industriels, et de 

la Société scientiflque européenne. — Bruxelles, 1 889. 
Annuaire pour Tan 1 889, publié par le Bureau des Longitudes. — Paris. 
Annuaire de TObservatoire municipal de Montsouris pour Fan 1888» — 

Paris. 
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Archives do Museu nacional do Rio de Janeiro. Volume VII. — Rio de Janeiro, 

1887. 
L*art de rimprimerie et de toutes les professions qui s*y rattachent. Renie 

mensuelle. N** spécimen, i, 2, 3 et 4. — Bruxelles, 1888. 
Biblioteea nazionale centrale Vittorio Emanuele di Roma. Boilettino délie 

opère moderne straniere acquistate dalle biblioteche pubbliche govema- 

tive del regno d*ltalia. Vol. 111, n^ 1-6; vol. IV, n^ 1, 3. -- Roma, 

1888-1889. 
Boilettino della Société di Naturalisti in NapolL Série I, vol. Il, anno II, 

fasc. 11. — Napoli, 1888. 
Le petit Bouquiniste de TEst. Revue -catalogue. N* % mars 1889. — 

Langres. 
Congrès scientifique international des catholiques. Bulletin de la Commis» 

sion de permanence, paraissant tous les trois mois. N** 1 et 3. — Paris, 

1888-1889. 
Giornale della Società di letture e conversazioni scientifiche di Genova. 

Anno IX, ottobre 1886. Anno X, maggio 1887. — Genova, 1887. 
Haynald-Observatorium. I. fûzet. 1886. Protuberantiœ solares. — II. fûzel. 

1886. AlaculsB solares. — III. fûzet. 1887. Meteorologica. 
J ornai de sciencias malhematicaseastronomicas publlcado peloD'F.Gomes 

Teixeira. Vol. IX, n« 1. — Coimbra, 1889. 
Le manuel des questions actuelles. Premier supplément aun« de janvier 1889. 
S. S. Léon XIII. Du respect et de Tobéissance dus aux Ëvéques. — Paris, 

1889. 
Le manuel des questions actuelles. Premier supplément au n<» de février 1889. 

Enseignement des douze Apôtres. — Paris, 1889. 
Missions en Chine et au Congo. N* 1, février 1889. — Bruxelles. 
Le Naturaliste, revue illustrée des sciences naturelles. 10* année, 2* série, 

n» 30, !•' juin 1888. — Paris. 
Observaciones magnéticas y meteorolôglcas del real Colegio de Belen de la 

CompaQia de Jésus en la Habana. Année 1886. — Habana, 1887-188S. 
Observaciones meteorologicas del Colegio catolico del Sagrado Corazon de 

Jésus en Puebla. AHo de 1886. — 1887. 
Observatorio mcteorologico^magnético central de Mexico. Boletin mensoal. 

Tomo I, num. 6-10. 
Répertoire bibliographique des sciences mathématiques. 
Reports from the Laboratory of the Royal Collège of Physicians, Edinburgh. 

Vol. I. — Edinburgh and London, 1889. 
Resumen de agricultura, revista teorico-praetica. AOo I, cuadernos i-4. 

Barcclona, 1889. 
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Revue de raéronautiqoe théorique et appliquée, publication trimestrielle. 

i^o année, 2% 3% 4« livraisons. 3* année, !'• livraison. — Paris, 1889-1889« 
Revue bibliographique beige, rédigée par une réunion d'écrivains, suivie 

d*un Bulletin bibliographique international publié par la Société belge de 

librairie. — Bruxelles, i889. 
« Revue des religions. N<» 4, mars 1889. — Paris. 
Revue de la science nouvelle. N** 7, 16-19. — Paris. 
Revue des sciences et des lettres. Octobre 1888. — Paris. 
Samedi-Revue, l'« année, 1888, n»« 34-37. — Paris. 
Secretaria de Instrucciôn pûblica de la Repùblica de Costa Rica. Boletin 

trimestrial del Instituto meteorologico nacional. N<>' 1-3. — San José, 

1888. 
Stonyhurst Collège Observatory. Results of Meteorological and Magnetical 

Observations, 1887. 
L'Université Catholique, antérieurement La Controverse et le Contemporain. 

Revue- mensuelle, nouvelle série, tome I. — Lyon, 1889. 
University Studies, published by the Univers! ty of Nebraska. Vol. I, n« 1. 

- Lincoln, 1888. 
Verhandlungen des deutschen wissenschaftlichen Vereins zu Santiago. 

3. Heft. — Valdivia, 1887. 
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TROISifiME PARTIE. 

J*ai dans le cours de rannée dernière donné quelques-unes 
des principales propriétés de ces fonctions, mais ayant laissé 
complètement de côté un certain nombre de points sur lequels 
je crois utile de revenir, je rappelle que celte année, aussi bien 
que Tannée dernière, je m'adresse aux personnes qui ayant déjà 
commencé Tétude des fonctions sn, en, dn de Jacobi désirent se 
mettre au courant de celles de M. Weierstrass. Quant à ceux qui 
se proposeraient d'étudier directement les fonctions de M. Weier- 
strass, ou désireraient pousser leur étude plus loin qu'il ne me 
sera possible de le faire dans ces quelques leçons, je ne puis que 
leur conseiller l'étude de l'important ouvrage publié sur ce sujet 
par M. Halphen. Ils y trouveront la théorie de ces fonctions 
exposée avec le talent que cet éminent géomètre sait mettre dans 
tous ces travaux. 

XII. i 
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I. — Réductioti aux fonctions p(u) des intégrales qui dépendent 
des fonctions elliptiques^ lorsque les intégrales ont été ramenées 
au préalable A la forme canonique. 

J*ai déjà indiqué Tannée dernière un moyen de faire cette 
réduction lorsque Pintégrale a la forme canonique 



/dx 
— ■ , 

[/(\^x^)(i — kx^) 



1/(1— a:«j(i 
en posant 



X* =■-: 



Cette manière d*opérer présente toutefois un inconvénient, si 
dans rintégrale primitive x^ est compris entre et 1, parce que 
la valeur z == oo correspond à une valeur de x qui n*est pas 
comprise dans ces limites. 

Il est préférable dans ce cas de poser 

i i i 

X* = d*où dx = — - r , 

a-^z 2 5 

(a -♦- zy 

de sorte que si Ton a 

dx 



-=/ 



V/(i_a:')(i— *V) 
il vient 



— dz 



2V^(o -♦- z){z + a — i)(z -♦- a — fc') 

et en posant 

3a — (i H-A:«) = 0, 

d^où 



a== 



5 ' 

— dz 






9tz — 9z 



- 5 - 3. 

où 

j, = 4 [a(*« - a) H- a{\ - a) - (i - a)(A* - a)], 

J5 = - 4(1 -a)(*«-a)a. 

G*est-à-dire en tenant compte de la valeur donnée plus haut 
de a 

(2) . . . 1?. l(i^A:«)(2-0(2A'-1). 

Comme d'ailleurs 

i 

« = -- — a, 

en posant 

z = p{u), x = snt4, 

on a bien 

i 1 + *' 

(3 P(ti)^— =—• 

^ sn'u 3 

G*est bien la valeur que nous avions trouvée pour p(u) 
lorsque Ton suppose, ainsi que cela a lieu ici, le multiplicateur 
égal à Funité. 

On passe d'ailleurs bien facilement de ce cas à celui où le 
multiplicateur est quelconque, en se basant sur la relation 
d'homogénéité établie dans le cours de Tan passé. 

r^Pi^^ yt^ 9i) = p[-^ r'gt 1 r%] (*) » 

d'où Ton déduit en posant 

u 

r 

(4) r'gt^gt. 

(5) r% = 9z. 

p{tti, flfi, 9%) = r'p(rtii, 3«, 35), 



(') Première partie do cours, page 47. 
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ou en vertu de la relation (3) 

.r < l + AH 

(6) . . . . P(«'..?i.<7i) = r' -;;— =— • 

Lsn rt/| J 

De sorte qu*en supprimant maintenant les accents de g'2 6t 
g'z et Tindice de W| on a, en vertu des relations (4), (5) et (6), 



(7) 



r 1 1-+-*'"! 

. . . p(M)==r — i = — \, 



(8) . . . ff, = ^r'(l -*' + *•), 

ù 

Ce sont bien là les formules auxquelles nous étions arrivé 
directement par le moyen du théorème de M. Hermite. 

Mais la réduction par le procédé que nous venons d'indiquer 
suppose que Ton ait mis en évidence les racines de la quantité 
sous le radical, ou tout au moins, s'il y a des racines imaginaires, 
que Ton ait pu opérer la décomposition de cette fonction sous le 
radical, en facteurs du second degré réels. Or Tun des avantages 
des fonctions p (u) est que la réduction peut se faire, sans qu'il 
soit nécessaire de mettre en évidence les racines de la quantité 
sous le radical ; nous allons donc exposer une méthode qui per- 
met d'arriver à ce but. 

Cette méthode est empruntée à un opuscule sur les fonctions 
elliptiques publié à Helsingfors en 1876 par M. Mittag-LefQer. 
Nous l'avons toutefois complétée en exposant d^abord un cas 
particulier qui conduit à des formules, en général un peu plus 
simples, qui sont celles données par M. Halphen dans son traité. 
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II. — Rédiiction directe des intégrales dépendant des fonctions 
elliptiques aux fonctions p (u) lorsque les racines de la quan- 
tité sous le radical ne sont pas en évidence 

Soit Fintégrale 

dx 



A 



V^Ax* -+- 4Bx' -♦- 6Cx* -♦- 4B'x -f- A' 
Considérons la transformation suivante : 

(i) (ax* -+- 6x -♦- c)y* -+- (a'x* -*- b'x -4- c')y -^ a'V -f- 6"x -+- c" = 0, 

que nous pouvons écrire aussi 

(\ ') (oy' -4- o'y -+- a") x» ^ (6^ -+- 6'?/ -*- b")x -f- cy' -♦- c'y -+- c" = 0. 

On en tire, en la résolvant par rapport à y puis par rapport 
à Xy 



(2) 



2(ax* -+- 6x -4- c)y -♦- a'x' -+- b'x -\- c' 



(2') 



= V(a'x^ -f- 6'x -H r')«— 4(ax» -+-6x4- c)(a"x« -^ b"x - c"), 

2(oy» -♦- a'y -f- a'> -+- 6y» -+- b'y -+- 6" 
=:l/(6y»H. b'y -f- 6")*— 4(ay»-+- a'y-f-a")(cy*-+- c'y -+- c"). 



Si nous posons maintenant pour simplifier récriture 

L=ax*-+-6x-HC, M =a'x*-f-6'x-t-c', N=:a' x*-t-6"x-t-c'' 

(3) ^ 

* L,= ay*-^o'y-+-o", Mi^by^-^b'y-^b", N,=cy'-t-r'y.f.c", 

les équations (2) et (2') s^écriront 



(4) 2Ly.f-M = l/M«— 4LN, 

(4') 2L,x -H M, = V^MJ — 4L,Nn 
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Si nous diflférentions maintenant Inéquation (1) on aura 

[2(ay' -♦- a'y -♦- a")x + by^ ^ 6'y + y']dx 
•\- [2(ax' -*- 6x -f- c)y -*- a'a:' -+- 6'x -♦- c']rfy = 0, 

ce qui peut s'écrire 

(2LjX -I- M|)dx -+- (2Ly -4- Mjdy = 0, 

ou 

dx — dy 



2Ly -+- M 2L,x ^- M. ' 
c esi-à-dire en tenant compte de (4) et (4'), 

« 

dx — dy 



{») 



l/M« — 4LN 1/ Mî — 4L,N, 
Posons maintenant 

I R (x) = Ax* -h 4Bx» ^ 6Cx' -♦- 4B'x h- A', 

Notre problème sera résolu, si nous pouvons disposer de 
a. 6, r, a\ b\ c\ a", 6", c" de façon que Ton ait 

^ »r — 4LN=/PR(x), 
^ i MÎ-4L.N, = «ik%(y). 

k^ et a désignant deux nouvelles constantes. 

Mais dans R|(y) le coefficient du terme en y^ devant être 
nul, cela exige en vertu de la seconde des équations (7) 

(8) /i* — 4ar=.0. 

Distinguons maintenant deux cas suivant que o est ^1 à 
xèn> ou différent do xéro. 

l*iYi«iff cas : 



— 7 — 7. 

L*équalion (8) donne alors 6 = et la quantité L se réduit 
à une constante. 
Nous poserons donc 

Car on peut, sans nuire à la généralité de la transformation 
qui nous sert de point de départ, diviser tous ses coefficients par 
Tun quelconque d^entre eux différent de zéro. 

On déduit alors de la première des équations (7) 

(9) N = ^'' -*'"<-). 

4 

Dans le second membre les coefficients de x^ et x^ devront 
être nuls, ce qui donne, en tenant compte des équations (3), 

^^ ^ f 2a'6'— 4*'B = 0. 

Posons maintenant pour simplifier les calculs, ^ et A désignant 
deux nouvelles constantes, 

,__A , h 

On aura alors au moyen des équations (10) 

(ti) *' = V> 6'=- — 

9 9 

et Ton en déduit 

(«) M = — -(Ax*-*-^2BxH-A). 

9 

Puis en vertu des équations (9) et (11) 

(i'I) N= -^r(4B' ^ 2AA — 6AC)x* -h 4(BA — AB> + A*— AA'], 
^9 



8 
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équations auxquelles on doit joindre celle obtenue plus haut 

(12) L = i. 

Mais les équations (1) et (1') peuvent s'écrire 

Ly* -+- Mj/ -H N =3 L,x' :♦- MjX -♦- N, , 

et en tenant compte des relations (12) on en déduit 

A 2B' -+- ^A — SAC 



(iZ) . . . 



1 



9 - V 

2B Bh — AW 
M.= — y-f- , 

9 9 

, h A' — AA' 

^ 9^ ^9' 



Mais en vertu de la seconde des équations (7) on a 

(14) . . MÎ-4L.N. = «fc'R.(y) = '^(4y»~^^-93). 

9 

En égalant d'abord dans les deux membres les coefficients de 

y* et de y^ il vient 

4A _ 4A« 

9^9*' 



D'où 



4B' 4AA 2B« -^ AA — SAC 

— 5- -2 ; =0 

9 9 9 

9"=«» A = C, 



en tenant compte de ces relations, les équations (13) prendront 
la forme sui\^nte : 

A B« — AC 

L, = — -3f ^ -, 

2B BC — AB' 

(15) ( ^t y-H ; , 



. C €• — AA' 
« 4« 



— 9 — 9 

en égalant alors dans (14) les coefficients de y et les termes 
constants on aura 



9,=.i[AA -4-5^ — 4BB'], 

m ... 

g^ = - [2BB'C + AA'C — AB'« - A'B* — C] . 

a 



L^équalion (4') donnera d^ailleurs 



M, l/Mî — iL^Ni 
X = — 



2L, 2L 



C'est-à-dire en tenant compte des équations (14) et (15) 
2Bf/ (BC — AB') -f- ^lï^y ^y^ — 9ty — 9z 



x = 



— 2Aiy-+- -(B* — AC) 

a 



Si nous faisons maintenant a == A on pourra, en faisant 

quelques réductions, écrire 1 équation précédente comme il 

suit : 

, /— A'B' — 3ABC ^- 2B» 

3 ^~l/4y»-s^-(/3 -, 

X=r h . 

A 2 B« — AC 

y TT- 



L^équation (5) devient d*ailleurs 

dx — dy 



VR{x) l/Al/4/-(/^-(/, 

La réduction se trouve donc faite, car en posant 

y = p(u), 



10. — iO — 

on a 

,,_. dx du 
(17) -^^^ _ (*, 

l/R(x) yj 
et 

A'B' — 3ABC -+- iB» 



p'(u) - 



(lo) , . X •= + - 



A 2 ,^ B'— AC 
P{u) ^ 

Maïs si l'on pose 

^^ B'-AG 

p(v) = ^^, 

comme dans le cas présent 

AA'+3C'—4BB' SBB'C^AA'C — AB'*— A'B*— C» 
3«== Ai » ?5= ^i 

On aura 

(B« — AC)» B* — AC 

= 4-5 — -i -— (AA' + 3C« - 4BB') 

A* A* 

âBB'C -♦- AA'C — AB" — A'B' — C» 



4B« — iSACB* -*- 4A'B'B» ^- 9A*C*B* — ÔA'B'CB -f- A*B'* 

= ^5 , 

OU en réduisant 

A«B'— 3ABC -f- 2B*\« 



>'»=[■ 



9 



(*) Nous prenons 

— du 
(iu= 1. 



parce que lorsque u croit à partir de 0, y décroît à partir de 4- <» 



— il — H. 

de sorte que Ton peut poser en même temps 

B» — AC ,, , A'B' — 3A BC -♦- 2B' 

Piv) = A* ' ^^""^ Â^ 

et réquation (18) deviendra alors 

(\o) .... x= — 7-^7:— n 7T* 

A 2p(u)-p(t;) 

Les formules (17), (18) et (18') que nous venons d'obtenir 
s*appliquent dans tous les cas, seulement si A<0 elles conduisent 
à prendre une valeur imaginaire pour u lorsque x et I^R(x) 
sont réels. Si Ton veut pouvoir toujours prendre une valeur 
réelle pour u lorsque x et l/R(x) le sont, il faut avoir recours 
au deuxième cas de la formule de réduction, celui où a ^ 0. 

Deuxième cas : 

L devant toujours être carré parfait à cause de la relation 

(8) 6« — 4ac = 0, 

nous prendrons 

09) L = (x-x,)\ 

car comme par hypothèse a ^ nous pouvons, sans nuire à la 
généralité de la transformation (1), prendre ici 

a = \, 

On déduit encore dans ce cas de la première des équa- 
tions (7) 

(20) ^^^-m:c) 



4L 



et cette relation fait voir que dans le second membre le numé- 
rateur est divisible par (x — xo)*. 



Posons 



— 12 — 



(21) R(a:)=ro-*-4r,(x— x„)4-6rj(x — Xo)'-t- 4r5(x— Xo)'-t-r4(x— Xo)*, 



où Ton a 



ro 



(22) 



ri = 



r5 = 



^4 = 



R W - 


: AXo -♦- 


4Bxî-t- 


6CxJ-^ 


4B'xo 


4cfxo 


= Ax5h- 


3BxJ H- 


SCxoH- 


B'. 


1 rf*ro 
12dx; 


3 e/xo 


= Axî 


4- 2Bxo 


+c, 



A', 



24 dxl 2 dxo 



B, 



i rfVo (ira 



24dx;S 



<iXfl 



= A, 



posons en même temps 

M = n?o + m,(x — Xo) -^ m,(x — Xo)*. 

En égalant à dans le numérateur du second membre de 

réquateur (20) le coefficient de x — Xq et le terme constant on 

aura 

fWo — k^Vo = 0, 2monii — 4A*ri = 0. 

Posons maintenant, en désignant par A et g deux nouvelles 
constantes, 



On aura alors 



de sorte qu*il vient 



rWu = , m« = . 



, a ro 2ri 
« =1, »w, = , 

9 9 



i 

M= [roH-2r,(x— Xo)h-A(x— Xo)*], 

9 

^'^"^^ N==^^[4rî+2roA-6r/,^4(x-Xo)(r,A-ror3)+(x-Xom'-ror,)], 
\L=(x— Xo)'. 



— 13 — 13 

Nous écrirons maintenant les équations (1) et (!') de la 
manière suivante : 

(24) Ly«H-MyH-N=L,x'H-M,x+N,=L'(jc-aro)VM'(x-Xo)H-N'=0, 

L', M', N' étant des fonctions de y et Xq définies par la dernière 
des relations précédentes, c'est-à-dire que Ton a 

L| = L', M, = M' — 2L'xo, N, = N' -^ L'xJ — M'xo. 

On déduit de là 

(25) .... Mî — 4L,N, = M'* — 4L'N' 

(ce qui est d'ailleurs une propriété bien connue). 

En vertu des valeurs (23) de M, N, L, l'équation (24) 
donnera 

^ =y —-y-*- — rT~» 

9 ^9 

^ 9 9 

^^ Tq 2r; -^ r,yi ■■ 3ro r, 

9 ^9' 

On a, d'ailleurs, par suite de la relation (25), 

M" - 4L'N' = ak'Uy) = "^ W - M - 9z) 

9 

et on en déduit d'abord 

(27) J = a, A=r, 

en égalant dans les deux membres les coefficients de y^ et y\ 
puis en tenant compte de ces relations (27) et égalant le coeffi- 
cient de y et le terme constant 

9% = -, (3»1 -^ r^i — ^nrs) , 

a 

1 

Ss = "i {roVtn -^ 2r,r,r3 — r^l — r\r^ — ri). 



a» 



14. — 14 — 

Mais par suite des relations (22) 

-T— = 4ri, -— ==3r5, -— = 2r5, -— «rr*, t— =0 
axo axo aXo axo aXo 



on a 



^«iFer— r— ^ — 4.^ — 4 ^1 — o 

rfxo a'L rf^o dx^ *rfxo rfxo 'dxoj 

et d^une façon toute semblable 

«Xo 

Donc gr2 et g^ étant indépendants de Xq on peut, pour le cal- 
culer, faire Xq = et alors en vertu des relations (22) 

^, = l(3C«-t- AA'— 4BB'), 
(28) . . { \ 

g, = - (AA'C H- 2BCB' — A'B« — AB'» — C). 

a 

Ce sont les mêmes valeurs que celles trouvées plus haut. 
Si Ton tient compte maintenant des relations (27), on aura 

„, 2ri r,rj — Tors 2r,/ r,\ VoV^ 

On déduit d^ailleurs des équations (22) 

r, = AxJ -♦- 2BXo -♦- C, 
ri — ror, = 4(B' — AQxJ -♦- 4(BC — B'A)x, -♦- C« — AA'. 
ri = AxJ -♦- 3Bxî -♦- 3Cxo -♦- B', 
r^r^ _ r^rj, ^ 2(B* — AC)xî -^ 5(BC — AB')x; 

-t- (5C' — 2BB' — AA')aro + CB' ~ BA'. 



— 48 — 15. 

L'équation (24) donnera ensuite 



j,, V^i/v-M-?< 



(30) . . x = x.-— -^ 2j^, 

et l'équation (K) devenant 



la réduction sera faite si Ton pose 

car on aura alors 

dx du 



On pourra d'ailleurs toujours choisir Xq de façon que Ton ai t 

ro = R(aro)>0. 

Si Tune des racines de R (x) est en évidence, en prenant pour 
Xq cette racine, on a 

M' 

Mais dans ce cas 

et par suite 



X — " St A "T" 



OU en remplaçant j/ par p (u) 



(50') X = Xo -♦- 



16. — 16 — 

d'où Ton déduit 

dx — np'(w) 



^^«") du 



{p(«)-£]' 



Dans le cas où xq est quelconque, si au lieu de résoudre 
réquation (24) par rapport à x on la résout par rapport à j^, on 
aura en prenant de plus 

a=1, 



— M -4- *l/ R(x) — M H- l/ro»/R(x) 
(^^J • • ^= 2L = 2L * 

Mais en tenant compte des équations (27) et de ce que nous 
avons fait a s=s 1, les équations (25) donneront 

L == (x — Xo)', 
M = — To — 2r,(x — Xo) — r,(x — Xq)*. 

Gomme d'ailleurs 

ro = R(xo), n == - R'(xo), r, = — R"(Xo). 

La formule (31) donnera, en y remplaçant y par p(u)y 



..,,. .. v/R(xo)l^R(x) 4- R(xo)-4-iR-(xo)(x>-Xo) 1 

M P{u) = ^^-—^^ -24MX0). 

Mais l'on a 



i R(x.) + 1 R'(x.)(x - *«) + ^ R"W(« - X,)' 

i R(x)-2(x-x,)'|^1r"(x.)+1 R"'{x.)(x-i.)+1 R''(x.)(x-x.)'1 

iR{x)- 2(x — x,)'r-(x + X,)' + B(x + x„) + cl 



— n — 17. 



L*équation (32) peut donc s*écrire 



(33) 



P(m) = J LJ Lî! « A(x + Xo)*-B(x + Xo) — C. 

4L. 3C — Xq J 4 



Si Xq était racine de R (x), cette dernière formule devien- 
drait 

P(«) -=7 7—- "4 -I^(^ -^ Xo)'-B(x H- Xo)-C, 

4 (X — Xo) . 4 

OU si nous désignons par X|, X2 et X3 les trois autres racines de 
R(x) 

(35') p(«)=i f^ {'=-^>){'-^^){^-^^) _ i A(x-Ha-.)'-B(x+x.)-C. 

4 (x — Xo) 4 



III. — Théorème d'addition dans les fonctions p (u). 

On peut remarquer que les formules (32) et (33) contiennent, 
comme cas particulier, le théorème d'addition dans les fonctions 
p(u). 

Supposons, en effet, que Ton ait 

R(x) = 4x* — s,x — 9s, 
alors 

A«C-=0, B = 1, B' = -j(/„ A'= — 93 

et les formules (32) et (33) du paragraphe précédent donnent 
rintégrale générale de Téquation 

— dy — dx 

Mais si nous posons 

y-=p(w), x=p(z), 
XII. 2 
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Inéquation (1) devient 

du -4- djz s= 
ou 

(2) ti -♦- z «= r, 

V désignant une constante. 
On tire de Téquation (2) 

Mais la formule (32) du précédent paragraphe qui donne Pin- 
tégrale générale de Téquation (1) devient dans le cas présent, si 
on y fait z =^0 ce qui donne 

en remplaçant donc x» par p (v) et u par t? — z la formule (32) 
nous donnera 

^^ ^ 2[p(x)-p(„)]« 

en changeant z en — r on retombe sur le théorème d*addi(ion 
sous la forme où nous Pavons déjà obtenue {*). 

Si nous étions parti de la formule (33), on aurait ce même 
théorème sous une forme un peu plus facile à retenir. 

On aurait en effet 

ou en changeant z en — z 



(5) 



i[ p'{v)-p'{z) -\* 



i* Premi^r« i»artie du Cour$ «pige S9}. 



— i9 — 19. 

Nous avons obtenu dans le paragraphe précédent la formule 
de réduction 

(18') ^^_B 1pW-p'(.>) 

^ ' A 2p(tt)-p(v)' 

où 

B' — AC 
PW AT-. 

, , A»B'— 3ABC-t-2B» 

p,.) 

On peut en déduire au moyen du théorème d'addition une 
expression pour ^ • 
On aura en effet 

«b \ p"(t«)[p(ti) - p(«)] - ft'(«)[p'(«) - P'(«)] 

«/«"a [P{«)-P(f)]' 

< [6p'(ii)-iy,][p(«)-p(v)]— ip'(tt)+g^(«)+g.+p'(«)p'(p) 
= 2 [p(«)-p(t,)]' 

Cest-à-dire 

^ »p(")[p(")-pW]'-Pp(«>)p(»)-ig.][p(«)+p(«)]+g.-^P»p'(« ) 

rfu" 2[p(«)-pW 

ou en appliquant le théorème d'addition 

dx 

formule qui donne sous une forme très simple Texpression de 
2 lorsque la réduction a été faite par la formule (18'). 

Les formules que nous avons établies dans le paragraphe précé- 
dent permettent de réduire aux fonctions p(u) les intégrales qui 
dépendent de fonctions elliptiques sans qu'il soit nécessaire de 
résoudre la quantité sous le radical, mais il faut ensuite pouvoir 
calculer les périodes. On trouvera dans Touvrage de M. Hal- 
phen des séries qui donnent le développement des périodes en 



20. 



— 20 — 



fonction des quantités g^ ^^ 9z^ ^^^^ ^^"^ allons traiter cette 
question à un autre point de vue en cherchant à décerminer le 
module k et le multiplicateur y en fonction de Qz et gr, que Ton 
appelle les invariants. 

IV. — Étude des fonctions p(u) lorsque le discrimifiant 

est négatif. 



Nous avons obtenu dans le cours de Tan passé les expressions 
(retrouvées par une autre voie dans le premier paragraphe) 



0) 






(2) . . . . g, = -r*(i-k* + k*). 



(5). . . . 5,,= - y«(|-*-A*)(2-A')(-i/:* 

3/ 

En éliminant y entre ces équations, on a 



-1)- 



(1) \ OSyK I - A-- -4- k'f — gl{\-^ ky (2 — ky{^k* — 1 )' = 0. 

Cette équation, ainsi que nous avons déjà eu occasion de le 
faire remarquer dans le cours de Tannée dernière (*), ne change 
pas si Ton remplace k^ par Tune des quantités 



— i — k* 



1? 



— it' 



i — k'' i — k' 



Il en résulte que si Téquation (4) en k^ a une racine réelle, 
elles le seront toutes les six, et dans ce cas il y en aura une, et 
une seule, dans chacun des intervalles compris entre les sept 
quantités suivantes 



— X, — I, 0, i, I, 



-♦- 00, 



•) l*riMi»»i^re i^iiii»» «lu Cours vpugos îk> ti sui\autos;. 



- 21 - 21. 

Donc pour que Téquation ait des racines réelles, la condition 
nécessaire et suffisante est qu*en substituant deux des nombres 
qui forment les limites de Tun des intervalles on ait des résultats 
de signes contraires. 

Or pour A* = — 1 le premier membre se réduit à 

10891 >0 
et pour A* = il se réduit à : 

Donc pour que les valeurs de k^ soient réelles, la condition 
nécessaire et suffisante est que Ton ait 

Si cette condition est remplie, on aura deux valeurs de k'^ 
comprises entre et 1, une entre et i, Tauire entre i et 1. 

Si ffs > 0, y sera réel si Ton prend pour A* la valeur comprise 
entre et i, car on aura alors 2A^ — 1 < dans (3). 

Si ffs < 0, y sera réel si Ton prend pour A* la valeur comprise 
entre 1 et 1, car on a alors 2 A^ — l > dans (3). 

La quantité 

A c= 3» - 279\ 

se nomme le discriminant de la fonction p (u), (/2 et g^ sont ses 
invariants. 

U résulte de ce qui précède que si le discriminant est positif, 
on pourra toujours trouver pour A et y des valeur réelles, celle 
de k étant de plus comprise entre et 1 ; Texpression (1) de 
p(u) ne contiendra donc dans ce cas que des quantités réelles. 

Si le discriminant A est négatif, les formules (1), (2), (3), (4) 
s appliquent encore, seulement dans ce cas on ne peut trouver 
pour A une valeur réelle; on est donc conduit à chercher pour 
le cas de A < une autre expression de p(u) ne contenant elle 
aussi que des quantités réelles. 



22. — 22 — 

Pour cela nous allons d'abord faire voir que dans ce cas de 
A < 0, p (ti) admet des périodes imaginaires conjuguées. 

En effet, comme nous Tavons fait remarquer, les formules 
(1), (2), (5) et (4) s'appliquent sans changement au cas de 
A < 0, seulement les valeurs de k sont toutes imaginaires. 

Posons 



(5) 



«1= / - ♦ «1= / — === 



ou 



si it;' est une racine de l'équation (i), les i périodes de p(u) sont 



• » 



«1 . t«4 

-, »»'= — 

r y 



« = — , t» = 



Posons maintenant dans Téquation (4) 

d'où 

4ik«ifc'« « (ifc« H- t'y — (it* — ky = 4 — x\ 

cette équation (4) devient 

^î^9 - x*)V - 27(/î(3 -♦- X*)» = 0, 

ou en faisant 

«' = y, 

Or si le discriminant A est négatif, cette équation aura tou- 
jours une racine réelle négative, car pour j/ «=3 le premier 
membre est négatif et pour y ^^ — oo il a un signe contraire k 
celui de A, c'est-à-dire positif. 

Soit — a* cette racine, 

on aura 

ifc« — *'» « ai. 



— 25 — 23. 



G>iiuiie d'ailleurs 



on en déduit 



jt» + *'» = !, 

i ai 

fe» =.- + -, 

2 2 

* -2 2 

Les valeurs de k^ et A'^ correspondant à cette racine sont donc 
imaginaires conjuguées et il en sera par suite de même des 
valeurs de <ù^ et <ù\ fournies par les équations (5). 

On aura donc 

0i s=s a + 6», »î = o — 6i , 

a et 6 étant réels. 
Mais les équations (2) et (3) peuvent s'écrire 

r* 

5» = — 27^^^""^'^' 
d*oà Ton déduit 

x(9— x,)5f, 
Mais comme ici 

X = a.i^ 

cette valeur devient 

a(9 -^ a») 

car on peut toujours choisir le signe de « qui est arbitraire de 
façon que le coefficient de i soit positif. 
On pourra prendre alors 

r = — (i -♦- 1) 

1/2 



24. — 24 — 

et par suite 

— = (4 — t). 

On aura donc 

«I . ,_i — i a4-6 6 — a. 

w^— ==(a -♦- 6tj ::::== •z^'\ ^i, 

r xl/2 X|/2 A 1^2 

t tt'i 1 — t i + t a + 6 6 — a 

tV = — = (fl — W) — — t = (a — 6i) z, = zr — • = * 

Y 3lI/2 >l/2 11^2 x|/2 

Ce que nous pouvons écrire 



»• / 



K tK 
2 2 ' 

*" 2 2 ' 

K et K' étant réels; on voit donc que dans le cas présent la fonc* 
tion admet les deux périodes imaginaires conjuguées 

(6) 2« = K -♦- iK', 

Sm'i = K — iK'. 

Ce fait peut d^ailleurs s^établir directement de la manière sui- 
vante : 

Nous avons fait voir dans la première partie du cours (p. 46) 
que si 2K et 2a> sont les périodes de la fonction p{u) et que si 
f,, fj et f3 sont les racines de la quantité sous le radical égalée 
àO 
(7) ic'' — 9,z — flf, — 0, 

on a 

(8) . . . f , =r p{K), c, = jp(w), f3 = p(K H- ») 

(je mets ici u au lieu de iK'), 

désignons par e^ la racine réelle, et par e^ la racine imaginaire 
située au-dessus de Taxe des x, car dans le cas présent Téqua- 
tion (7) a une racine réelle et deux imaginaires conjuguées. 



— 25 — 



25. 



Soit a la racine réelle» les deux racines imaginaires seront 
— î ■+- Pt et — I — (îi puisque la somme des racines est nulle. 
Nous avons donc 



a 



e, = a, ej = — - -♦- pi 



ou 



a 



o = p(K) — -+ pt==pH 



ces équations peuvent s^éerire 



*/ 1/ 4s' — (itz — Os y 



•-î+^.- _rfjj 



l/4z' — QiZ — gi 



Nous supposerons la première intégration effectuée suivant 
Taxe des x et la deuxième suivant une parallèle aux x positifs à 
une distance ^ de ox. 

j* Geei posé, consi- 

dérons les deux inté- 
grales 

-dz 




f- 



Vf^z^-gtz-9i 

prise, la première, 
suivant le contour 
ABGDË formé de 
Taxe des x depuis le point A, dont Tabscisse R est très grande, 
jusqu^au point B dont Fabcisse est a + e, e étant très petit, du 
demi-cercle BGDjde rayon e et de Taxe des x depuis le point D dont 
Tabscisse est a — e jusqu*au point E dont Pabscisse est — R; la 
deuxième, suivant le contour AB'G'D'G'B'E E formé d^un demi- 
cercle de rayon R de A en B' et de B' en E, de la ligne B'G', 
parallèle à ox, parcourue deux fois en sens inverse, et du petit cercle 
C'D'C' qui enveloppe le point ( — \ H- Pij et dont le rayon yi 
est très petit. Aucun point critique n'étant compris entre les 
deux chemins d'intégration, les deux intégrales seront égales. 
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Or dans la première intégrale la portion correspondant au 
chemin AB 

/ |/4z* — s,z — 95 

est réelle et a par définition pour limite K lorsque R croit indé- 
finiment et que s tend vers zéro, et K qui est la premièce période 
est réel et positif. 

La portion correspondant au petit cercle BGD a pour limite 
zéro lorsque c tend vers zéro, car en posant z — a = ee^' elle se 
présente sous la forme 

J Af rff, 



A étant fini, elle tend donc vers zéro avec e. 
Sur le cercle BGD la quantité 

i 



|/4z* — g^z — 9s 

peut se mettre en posant 

z — a = ee^'y 
sous la forme 

F (z) étant fini, et de plus réel et positif lorsque z est réel, de 
sorte qu*au point D qui correspond à 9 = — ti on aura 

i t 



K42» - gtz-gz VgzTg^—^ 

le second radical étant pris positivement. 

Donc la portion de la première intégrale correspondant au 
chemin DE sera égale à 



■/ 

0- c 



-'^ —dz 
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elle est donc égale à t qui multiplie une quantité réelle et posi- 
tive, de sorte que lorsque e tend vers zéro et R vers Tinfini, elle 
aura pour limite 

K' étant réel et positif. 
Donc, enfin, la première intégrale a pour limite 

K -f- tK', 

K et K' étant réels et positifs. 

Quant à la deuxième intégrale, la portion correspondant au 
cercle AB'EE' a pour limite lorsque R croit indéfiniment, car 
pour R très grand cette intégrale est sensiblement égale à 



/ 



— iR c «îrfy, 



rintégrale prise le long de B'C a par définition pour limite &> 
lorsque R croit indéfiniment et que ri tend vers zéro, comme 
d'ailleurs en tournant autour du point ( — | -h Pi), c'est-à-dire 
en décrivant le petit cercle G'D'C le radical change de signe, 
l'intégrale prise le long de C'B' en revenant sera égale à rinté- 
grale prise en allant de B' en C; elle aura donc aussi pour 
limite &> lorsque ri tend vers zéro et que R croit indéfiniment; 
enfin l'intégrale prise le long du petit cercle G'D'C a pour limite 
lorsque >? tend vers zéro (on le verrait absolument comme 
pour le demi-cercle BCD). 

Donc, enfin, la deuxième intégrale a pour limite 2fi> lorsque 
R croit indéfiniment et comme elle est égale à la première on a 

2« = K-f.t*K'. 

Comme (d'ailleurs p(u) admet aussi, d'après ce que nous 
avons vu, la période 2K, il admettra aussi la période 

2»'t = 2K — 2« = K — tK'. 

On retrouve donc encore par cette voie le résultat obtenu plus 
haut* 
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Ceci posé, la fonction p(u) admettant les périodes 
(6) . . . . 2« = K -*- tK', 2«'t = K — tK', 

cette fonction admettra aussi les deux périodes 

2K = 2« -♦- 2G)'t, 
2iK' = 2« — 2»' t. 

(Mais ces périodes ne sont pas équivalentes aux premières et ne 
forment pas un système élémentaire.) 

Considérons maintenant la fonction p (u) comme doublement 
périodique de première espèce avec les périodes 2K et 2tK' et 
proposons-nous d'obtenir sa décomposition en éléments simples 
par le théorème de M. Hermite. 

Envisagée à ce point de vue, cette fonction admettra dans le 
parallélogramme des périodes les deux infinis doubles et 
K -h tK', elle sera donc du quatrième ordre. 

La partie principale du développement sera \ pour ces deux 
infinis (c'est-à-dire aussi bien pour m=£ que pour u =K-+-iK'-4-£). 
Eu effet, le développement de p (u) suivant les puissances ascen- 
dantes de II que nous avons obtenu dans le cours de Tan passé 
(page 49) 

(9) p(t,)^l^!!lu^^^u', 

\ / ^^ M* iO 28 

s'applique quel que soit le signe du discriminant, puisqu'il a été 
obtenu en se basant seulement sur Téquation différentielle qui 
définit /)(ii') 

équation qui no sup(>ose rit^ sur le signe de ce discriminant. 

D'autre part, la prtie principale du développement pour 
M es K -V ik H- ( sera la mémo que (H>ur « = £, puisque dans 
lo cas qui nous oivujK* ;\ii) admoi la période K -4- iK'. 

i>n aura donc dans le cas du discriminant négatif 

in,>^O^I> . ~î — » 
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les fonctions H et Sj^ étant formées avec les constantes réelles 
K et K'. 
Mais de la formule (première partie du Cours, page 59) (*) 



©'(w) ji ,. , \ 

e(w) \k / 



où la fonction sn'yu a les périodes 2K et 2tK\ 
On déduira, en changeant m en w -h K et w -+- tK 



TV f 



"H(m) "eiwH-tK') \K snVti/' 

On aura donc C.| désignant une nouvelle constante 
(10) . . . p(«) = C, + y' -— + k'-—-]. 

Pour calculer Cf et obtenir en même temps les relations qui 
lient y et kk g^ et g^, nous égalerons, de part et d'autre, dans 
Téquation (10), les trois premiers termes du développement des 
deux membres suivant les puissances ascendantes de u. 

Le développement de p(u) est donné par la formule (9), 
quanta celui de-^^^, en suivant la marche indiquée dans le 
Cours de 1 an passé (première partie, pages 1 7 et 43) (**) et 



n Le multiplicateur étant désigné ici par 9^ au lieu de g, 

(**) D'abord (page 17) dans le développement de -^^ on aurait calculé a^ par la formule 






13.4.3 
7 - 22*« -*. 7^•«\ 1 ^ fc« 31 — 46^•» -t- 31 A* 



22*M^\ _ 
kâ. 3.4.5 / "" 



3.â.3.4.5 / 6 3.4.5.6.7 

élevant ensuite -^au carré comme à la page 43 on aura pour le coefScient de u^ 

1 -f- Af«/7-r-22ik« -+- 7 k* 31 - 4r)A«-4- 31 k^ \ (1 + A-»)(ik«— 2)(2A«— 1 ) . 
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calculant un terme de plus que nous ne Pavons fait, on obtient 

i i i^k* i-k'+là , (l-^Jt')(ife«— 2)(2it»-i) 

= — I 1- __^ t« -I i/i -f- ••• 

sn'u !«• 3 15 189 

On aura ensuite 

dn'u dn'u 

OU, en nous bornant aux termes en u^, 

3 

en introduisant de même k'^ dans le développement de ^> on 
peut récrire de la manière suivante : 

s=ss — -4 1 M i i t< . 

sn*ti 11' 3 15 189 

Le développement du second membre de Téquation (1 0) sera 
donc 

i ^ ./i-*-*' .\ 1— 16t*A'« 






15 



r*M* 



"^ 189 ^"^ 



et en égalant ce développement à celui donné par la formule (9) 
on a 

(H) j,-ïr*0-«6A'n 

(12). . . . y, = -^r' (*'-*")(• + 32*'*"). 
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En tenant compte de la valeur de G| que nous venons d'obtenir 
on a alors 



(43) 



, r 4 4 -*- *' it'ik"snVul 

LsnVw 3 dnVw J 



On vérifie facilement sous cette forme que p(u) admet bien 
la période K + tK', les fonctions sn^yu et dn^ qui figurent 
dans l'expression ayant, elles, les périodes 2K et 2tK'. 



V. — Calcul de k et y en fonction de gj et gj. 

Premier cas : 

A> 0. 

Reportons-nous à Téquation (4) du paragraphe précédent 

et posons 
elle deviendra 

faisons maintenant 

. gl — 27aî 
^ 27(?î 

elle se transforme en 

(4) : az^—z-^ 4 =0. 

Comme ici nous supposons A > 0, ce qui exige g{;;> 0, on a 

et notre équation (1) a ses trois racines réelles, une entre 1 et 
f , une supérieure à > et une négative. 
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La racine comprise entre 1 et f se développerait facilement 
par la série de Lagrange (*), mais cette série serait parfois peu 
convergente et je préfère résoudre trigonométriquement Téqua- 
tion (1). 

On sait que dans le cas où, xomme ici, les trois racines sont 
réelles, on peut faire cette résolution en identifiant Inéquation 
proposée avec Téquation qui donne cos ^ en fonction de cos^, 
après que Ton a multiplié les racines de cette dernière équation 
par un facteur arbitraire A, ce qui la transforme dans la sui- 
vante : 

z^ ôz cos% 
(2) • ^ = 

et elle a alors pour racines 
z,=z\ cos|, z, = Acos H20V^J, Z5 = a cos /âiO»-*- -] 

en identifiant les équations (1) et (2) on a 

4 a 4 a 



d'où Ton déduit 



2 3 . - 

> = -—I ces % = - - |/'3a. 



Mais en remplaçant a par sa valeur on a 

cos% = -Vi- — 



(*) Cette série donnerait 

6 , 9.8 , 3n(3n— l)...(2n-t-2) 

5 = l-+-o-t--a*-h— ; a»-H ... H -a* 

2 2.3 2.3 ...Il 



On pourrait aussi développer A- par la môme série. 
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Ou en posant 

(3) . ... — ^ = sin'^, 0<^<90", 

9t 

cos % = — COS tf» 

c'esi-à-dîre 

On aura ensuite 

3 4 

A = » a = — cos' (p. 

cos ^ 27 ' 

de sorte que les trois racines seront 

cos [ 60» — - j cos li 80» — - j 
^1=3 — » iZf = 3 9 

cos ^ cos rff 

COS |60« 



K-l) 



.COS A* 
Zi=o ou Z = » 

cos ^ cos tf 

en désignant par fx Tun quelconque des trois angles 

60»—-, 180 — -, 600 -f--. 
3 3 3 

Posons maintenant 

^=tgf; 

on aura 

z + 3 == y = (tg y -♦- cot y)', 

ce qui peut s^écrire 

{igf— cot f )»= 4 col'2f = z — i. 



Mais en vertu de Téquation (1) 



COS^f 

XII. 
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d'où enfin 

(4) cot2ç> = \/ 

^ ' V cos^ 

ou 

^ / cos ^ 

'8 '^5" = V i:;;;^^- 

▼ ces fL 

Il faut maintenant calculer y. 

Nous avons pour cela les deux équations 

(5) .^ q^=\r\\ - k' -^ k\ 

(6) . . . ^,= -ly«(l^F)(2-A:')(2*'-i). 

Nous remarquerons d'abord que lorsque Ton donne à p les 
trois valeurs 

60*» — -, 180« — -. 60* -4-- 
3 3 3 

on obtiendra pour 9 deux valeurs réelles comprises entre et 
45°; car, vp étant compris lui-même entre et 90*, la première et 
la dernière valeur de jutsont elles-mêmes comprises entre et 90*. 
Ces valeurs donneront pour A:^ deux valeurs réelles comprises 
entre et 1, et d'après ce que nous savons Tune de ces valeurs 
de A^ sera comprise entre et i et l'autre entre i et 1. 

Mais l'équation (6) nous fait voir que si nous voulons que y 
soit réel, il faudra si 93 > prendre : 

3 

ce qui donnera pour A:^ une valeur comprise entre et i, ou si 
l'on pose sin 6 = A, 9 < ^ ; si (/j < prendre : 

3 
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ce qui donnera pour k^ une valeur comprise entre 1 et i, ou 
> ^ si on a posé sin9 = L (En un mot, on doit avoir 
g^cos^B > dans les deux cas). 

La valeur de k étant choisie de celte façon, la valeur de y sera 
réelle. 

L'équation (5) donnera alors 



ou bien 



. 3 


9t 3 Sfi 


4 


[{-^k)'-,] **'(^-^) 




^ ik'z 



Cest-à-dire en remplaçant k et z par leurs valeurs 



COStf 



4cos/tftg 



•««' 
f 



et extrayant la racine quatrième et remarquant qu'avec le choix 
que nous avons fait de A: 7 est réel et peut être supposé positif, 
on a 

(7) r = \//^. 

▼ 4 ces ya tg* f 

Voici en résumé les formules qui résolvent complètement le 
problème dans le cas de A > 



ou 



sin ^ .= V/^' , < ^ < 90« 
^ = 60--^, si gf3>0, 

D 



A^ = 60*^-|, si sf,<0, 
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. / COS J» 
^ COS fi 

^ A COS a Ig' f 

Si l*on veut se servir des tables des fonctions eMiptiques, Tar 
gument 6 est déGni par la relation 

sin B^=k. 



VI. — Calcul de k et y en fonction de g^ et gg. 

Deuxième cas : 

A<0. 

Nous poserons maintenant 

d*où 

Wk'*=\ —X. 

Les équations (11) et (12) du paragraphe IV deviendront 
alors 

9t=-r*(Ax — Z), 
(/,=--r'W^(9-8x); 

en éliminant y entre ces deux équations on a 

SÎ(9-8x)'x = 27sfî(4x-3)', 
posant maintenant 

4x_3 = z. g^i^'-Y^', 



27</ 



S 
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on aura 

(i) a^» — z -4.1=0. 

G*est réquation que nous avions déjà obtenue, mais ici elle 
n*a qu^une seule racine réelle. 

Proposons-nous de trouver la racine réelle de cette équa- 
tion (1). 

Nous poserons pour cela 

(2) z = — a(tg?dzcoty), 

où X et 9 sont deux arbitraires, et où le signe supérieur corres- 
pond au cas de a> et le signe inférieur à celui de a<0. 
On déduit de (2) 

z»= — X* [tg'f dz cet' f±5{\^f±: cet f)]. 

Ce qui peut s^écrire en tenant compte de (2) 

(3) . . . . z* qp 3a'z -♦- i*(tg'ç> dz col* f) c= 0; 

en identifiant (3) et (1), la racine réelle de celte dernière équa- 
tion sera donnée par la formule (2). 
Faisons cette identification, on aura 

i 1 

± 3a'=- , x'(ig»f ± col'y) =- ; 
a a 

la première donnera d'abord 

i 
(4) x = 



l/d=3a 
pour résoudre la seconde nous poserons 

(5) tgy==l^^îg7, 

elle deviendra alors, en tenant compte de la valeur de X 



(6) tg,f,d:cot^ = dz3l/d=3o. 
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Nous devons maintenant distinguer deux cas suivant le signe 

de a : 

l"" a>0. On doit alors prendre les signes supérieurs et Téqua- 
tion (6) donne 

^ = 3i/3^, 

sin 2^ 

d'où 

2 
(7) sin2<f = zz:' 

3v/3a 
Remplaçons dans cette équation a par sa valeur 



a = 4 



elle devient 



sin 2^ = 



27sî 
1 



d'où Ton déduit 



^ 9t 



(8) ^^^*^V27| *<^^'' 

valeur toujours réelle puisque dans le cas présent A<0 et a>0 
exige gfj<0. 

On aura ensuite, en vertu des équations (2) et (4) , 

— i 2 

z = 



V Za sinSî? 
ce qui, en tenant compte de l'équation (7), donne 

, _. _ sin 2<f 

(9) • . z = — o » 

^ ^ sin2f 

Cette valeur de z est négative, ainsi que cela devait être, car 
si a>0, la racine réelle de l'équation (1) est négative. 
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Remarquons, de plus, que comme nous avons pris vf;<45% on 
a lgv[;<l et, par suite, en vertu de Péquation (5), tg(p<î. 
On a donc également 7<45''. 

» 

2° a< 0. On doit prendre les signes inférieurs et Téquation (6) 

donne 

3l/__3a 
(7') cot2^= , 

ou en remplaçant a par sa valeur 



cot2^ = V?¥-^ 
d'où Ton déduit 



(8'). . . . sin2^ = \/^J^* ^<4oS 

valeur toujours acceptable, car comme dans le cas présent a < 
et A < cela exige 

On déduira ensuite des équations (2) et (4-) 

2 

z = — zzzizr cot 2f , 
\/^ 3a 

OU en tenant compte de (7') 

cot 2f 



(9') z^5 



cot 2^ 



Cette valeur de z est, ainsi que cela devait être, positive. 
La valeur z de la racine réelle de Péquation (1) étant obtenue 
on aura ensuite 

(10) .... z = 4x — 5 = 4(A* — *")' — 3. 
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Posons ici 

A = sin d f ), 

d*où 

A;'s=:cosd; 

réquation (10) pourra alors s'écrire 

4cos'2« — 4 = z— 1, 
ou 



(11) sin*2e = 

4 

Mais en vertu de l'équation (1) 

i — z s= — oz', 
de sorte que l'on a 

(12) sin'2e = — 



az'' 



4 

Distinguons de nouveau deux cas suivant le signe de a 
î' a > 0. On tire alors de Téquation (7) 

a 1 



4 27 sin' 2<f 

et en tenant compte de cette valeur ainsi que de celle de z don- 
née par réquation (9) on a 

. . sin 20» 

sin'2o==-T-T-^' 
sm'2f 

ou 

* /sin 2ip 

^^^^ "" '^* = V siii^- 

S"" a <0. On tire dans ce cas de l'équation (7') 

a cot'2<<' 
""4"" 27 ' 



(*) 6 sera précisément l'angle qai sert d'argument dans les tables des fonctions elliptiques 
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et portant cette valeur de — | ainsi que celle de z déduite de 

(9') dans (12), on a 

cot'2* 

sin«20 = -^» 

cot ^^ 

ou 



(\V) sin26 



V tg»2/ 



II reste à faire voir que les valeurs (13) et (13') de sin 29 
sont toujours réelles et plus petites que 1. 
Nous remarquerons d*abord que, comme nous avons pris dans 

les deux cas 

^ < 450, 
on a 

et que par suite Téquation (5) donne 

tg ^ < «g ? < 1 
ou 

(14) ...... ^ < î» < 45«. 

Il résulte d'abord de là que les valeurs (13) et (13') de sin 29 
sont réelles. 

Mais on a en vertu de (5) 

8in'2y= ''«'^ "«* 



1 -*- tg ** ■♦- 3 — T- 

cos> 

ce qui peut s'écrire 

. 4 sin 2.^ 
sm'2f» = 



1 -^3tg'y— j^ 
ces' y 

Mais 

- - cos'o» . tg ^ cos*<f sin 2'f 

cos'f cosfsmf sm 2^ 

en vertu des inégalités (14). 
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On a donc d'après cela 

, «V > sîn 2i^ 

sin 2f 

ei la valeur (13) de sin 26 est toujours acceptable. Quant à la 
valeur (13'), elle peut s'écrire 



sin 2d= V — --Î- 1; 

♦^ sin'2f ces 2^ 

le premier facteur sous le radical est plus petit que 1 en vertu 
de la relation (15) (qui s'applique à ce cas aussi bien qu'au 
précédent). Quant au second facteur, il est également plus petit 
que 1, car on a en vertu de la relation (14) 

ces ^^ > ces 2f , 
et à plus forte raison 

ces 2i|; > cos'2j> . 

Reste à trouver y. 
On a dans les deux cas 

(16) Si = ^r*(l-16fc'^'*), 

07) . . . (,,= _ly«(*»_A")(1^52W), 

remplaçant k par sin 6 et k' par cosO Féquation (17) devient 

8 

g^ = — r^ ces 2d (1 -i- 8 8În'2d). 

Jéi 

Or parmi les valeurs de 20 fournies par les équations (13) ou 
(13') il y en a une comprise entre et OO* et l'autre entre 90* 
et 180°; or la dernière équation que nous venons d'écrire fait 
voir que : 



Si 



on devra prendre 



ff5>0, 

26 < OO* 



S. 



ou 
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6 < 45*>. 



Si 



on devra prendre 



ou 



35 <0, 



2d > 90^ 



e > 45«. 



En un mot dans tous les cas eos29 doit avoir le signe de g^ 
(comme lorsque A > 0). 

La valeur de étant choisie de cette façon, celle de y sera 
réelle et Téquation (16) devient en employant lès mêmes nota- 
tions que plus haut : 

4 4 

^, = -y*(4x — 3) = -r*^, 

d^oà 

4 z 

Nous devons ici (lorsque A <0) distinguer de nouveau deux 
cas suivant le signe de ^^ : 

!• o>0 ou jf, <0, 

réquation (9) donne alors 

. i sin 2f 

4 ^ sin 2-1; 

ou 

»^ 4 sin 2^ 
valeur réelle puisque 

Sfi<0 et ^<?<45«. 
2* a < ou jî > 0. 
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L'équation (9') donne alors 

^ 4^*tg2^ 
et par suite 



valeur réelle puisque 

ffî > et «f. < f < 45«. 

Voici en résumé les fornoules qui résolvent complètement le 
problème dans le cas de A < 

4» a>0 ou gf, <0, 

^^?=^^'i^ y<45«, 



sin2e=\/!!!Ll:!:. 
V sin»2f 

On doit avoir de plus pour 

gi cos 2fl > , 
sin 6 e= ^, cos6 = il^% 



''""V 4 8in2«|.' 
a < ou ffî > 0, 

sin 2^ = V J^ ^ < 450, 

tg f = ^^''ïgT f < 45% 

sm2d« V -TT-' 
V tg»2f 
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on doit avoir de plus 

(^fsCosSe > 0, 

sine = /L, cosô = t', 



V 4 te 2^* 



tg2^ 

Dans les deux cas la relation g^cos^B > achève de déter- 
miner la valeur de 0. 

Si on se sert des tables des fonctions elliptiques, leur argument 
est précisément 0. 

VII. — Calcul direct des périodes et des autres éléments en 

fonction de k et y. 

Proposons-nous de calculer d*abord K K', g et p en fonction 
de A; et y, où 

q = e ^ p = e ^' . 
Remarquons d*abord que Ton a 

^ l/i - fc» sin* f f / V^i— sin'esin'? 

d^ 






t ù oi'ir^S 



008 6 sm' f 

On pourra toujours supposer A^<iou 9<45% car K' etp sont 
formés avec A' ou | — comme K et g le sont avec A: ou 9. Il n*y 
a donc pour pouvoir supposer toujours 6 < 45® qu*à commencer 
les calculs pour K' et p si 6 était plus grand que 45% car on 
aurait alors à remplacer 6 par ^ -^ S« 

Nous supposerons donc toujours dans les calculs suivants 

e < 45<> ou A' < -• 
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Ceci posé, nous avons obtenu dans le Cours de Tannée passée 
les formules (*) 



\/—=^ 



{i -t-9«"-V(i -,/-), 



nu 

é^(u) c= n(i — 9»")n(i -♦- 29«"-* cos h 7*^*—*'). 

On déduit de la dernière 



6,(0) = n (1 -q*') (i + q'— j' = W^ . 

Comme d'ailleurs 

dnyu = r k' - — » 

«(«) 

on a 

«(0) = \/7i,{0) = \/ ^ •F 

Remplaçant maintenant 6(0) et 63(0) par leur développement 
en série, nous aurons 






1 -♦- 2qf -^ 2qr* + 29* -^ 2^", 



y/?Zl5 i/k'^X—^-^ 29* — 29* -H 29", 

en ajoutant et retranchant ces deux équations et remplaçant 
pour simplifier récriture 7K par K|, on a 

0) • • V ~ (^ -^Vk') = 2(i -♦- 29* -^ 29" H- ...), 

(2). . . Y/!^»(l-»/ir) = 4y(i+9«^...). 

En divisant (2) par (1) et posant 

sind = A, cos 6 = A:', 



(') Deuxième partie du Cours, pp. t)9 et 56. 
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on a 



= 29 



ou 



i { — l/cÔs7 i -+- 29* -4- 29" H- ... 
'""2^ H-ï/^6 i -♦- 9' -♦- 9»*. 



COSG 

Posons maintenant 



(3) l/cos d = CCS z. 

Cette formule s'écrira 



1 ^z I -4- 29* -4- 29'*-f- 
2'^ 2 i -+-9*-t-9'*-t-. 



ou en écrivant pour simplifier récriture 

2^2 
i -♦- 29* -4- 29*« 

9 = a 



4 -♦- 9* -♦- 9'* H- .. 

Remarquons que si nous multiplions 9 par une racine qua- 
trième de Funité, a se trouve multiplié par la même quantité; 
nous sommes donc conduit à poser 

remplaçons 9 par cette valeur, chassons les dénominateurs et 
divisons les deux membres par a, nous aurons 

(I -t-Aïa^-t-Aja'-t-Asa"-*-...) [1 -»-a'*[l-*-8X,a*-+-4(7)î-H2>,)a'^— •]+«**-♦— ] 
«=4-4- 2a*[4 -♦- 4a|a* -+- 2(0AÎ -f- 2Aj)a* -+- ..] -♦- 2a** -♦- ... 

et égalant dans les deux membres les coeiTicients des puissances 
semblables de a, on aura 

ij = 2, >, -+- 4 = 8;i|, ;i8 -+- Oa, = 4(5aï -+- 2a,), 
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doù 



A, = 2, >,^. 15, A, = 150. 



On a donc 



1 ,z 2 ,„z 15 ,.z 150 ^z 



2 '^ 2 2' 



2 2" 



Or, pour 
on a 



e = 45^ 



/i50 z\ — 
«og(-^lg"2)^ 16,4391617, 



et on pourra presque toujours négliger ce terme ou tout au 
nooins le suivant. 

On pourra même le plus souvent se contenter du premier 
terme, car pour le deuxième on a déjà 

log(|tg»°^) = 7,4791340, 

lorsque 

& = 45^ 

Calcul de K. 

Si dans la formule (1) on remplace l^^ comme plus haut, 
par cos Zf elle devient 



V 



2K, 



H -+- cos z) = 2 (1 -4- 2q(* -»- 2qi'* h ), 



d'où 

(8) 



TT 



* 2 



i -♦- 29* 4- 29" 



cos - 



e terme en 9*^ pourra en général être négligé et même souvent 
celui en g*. 

Ayant obtenu K^i on a 



(6) 



r 



J 
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Calcul de p. 
On a 



7 P 



D^oùy en désignant par M le module des logarithmes vulgaires 
qui n*esl autre chose que log e, on a : 

<^J- • • • '««y = — ' '"«(p) = -ir' 

d'où 

et par suite 

(8) . . log, log f-j = â log M -^ 2 log T — log, log i-j , 

équation d*où Ton tirera p. 

Calcul de k'. 

De réquation (7) on déduit 

(9) . . log K' = log K -♦- log, log f-j - log M — log t. 

Calcul de J et de J'. 
Ona 

ou 

— «= A' snVw -♦- — : — ^ L 

faisant maintenant u = et remarquant que 

e'(0) = 0, 
on a 



K r' P (0) r" KM — 29 -+- 29* 
XII. 



» 



• • 



•^ 
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ou enfin 

MO^ I 2?^^ ^-V-^V 

La relation 

rVKJ— JK') = - 

"2 

donnera ensuite 

JK' T 



(11) r= 



K 2r*K 



Si 6 > 45° on commencera par calculer directement J' en 
fonction de p. 

On aura pour cela (*) 



(m = e 



*" \/f '(")' 



d'où 



D« = •♦- D. 



6{u) 2K'K ^(fi) 

mais comme ^'(®) = ^» ^'^ ^" déduit 

1 0"(O)__ J __ TT 1 &"(0) 

et à cause de 

J n y 



K 2r'KK' K' 

J' 1 ^" (o) TT* p* ^ 9p* ^ 25/> * -+- 



Donc enfin 

TT* 1 ^ V -^ 25p« -f- 49p** -f- . 



(12) . J' = 



4r*K' 1 -♦> p* H- p« H- p'* -t- 



(*) 2* partie du cours, page 72. 
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On aurait ensuite 



<13) J 



J'R ir 



tu» 



K' VK 



VIII. — Définition des fonctions a^, cr^, C75 de M. Weinstrass. 

Avec la fonction a on considère souvent les trois fonctions cr^, 
a^ et a,. 

Elles sont déûnies par les relations suivantes : 

(r(K) 

(T (K -♦- t'R' -♦- ti) 
<r, (t«) = -î : e - <" + *»'>", 

cr(iK) 

oà Ton a posé, conome dans des formules employées dans le 
cours de Tan passé (*) 

D'où, en tenant compte de la relation, 



on déduit 



Comme d'ailleurs 



rMJ'K-JK') = ^, 



2 






(*) i* partie dn cours, page Hâ, 



Itot 
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on en déduit 

(7, (u) = e •■' , 

<x(ti) 



On a donc 



sn^^ti = y 



cnyu 



dnyu = 



ff, (w) ' 



Car lorsque la noultiplication est quelconque, on a 

i/Â "" ^ a; (0)' Va d,(o)' Mo)' 

Nous n*en dirons pas davantage sur ces fonctions, ayant indiqué 
les relations simples qui les lient aux fonctions connues, et ren- 
verrons à Touvrage de M. Halphen ceux qui voudraient pousser 
plus loin leur étude. 



IX. — Calcul du module et du multiplicateur lorsque les racines 
de la quantité sous le radical sont en évidence. 

Lorsque les racines de la quantité sous le radical sont en évi- 
dence, on peut calculer directement y et A:, par des formules 
beaucoup plus simples que les formules générales et sans passer 
pour cela par les fonctions de Jacobi. 

Supposons d'abord que la quantité sous le radical ait au moins 
deux racines réelles, et soit Xq Tune de ces racines réelles. On 



<*> Tu-T—^r 
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peut alors faire la réduction par les formules (50') et (33) du 
paragraphe II, et Ton aura en faisant a == 1 

(i) X = XoH * — . 

(2) . p(m)-7-^ 1^— -A(x-*-Xo)'— B(x-f-xo)— C, 

4 X — Xo 4 

et Ton a de plus puisque a = ^ 

dx — î'i p' (v) 

dx 

1/R(x) 

on déduit de ces deux dernières équations 

(X - Xo)' »•* 

et on en conclut que si X], x^, x^ sont les trois autres racines de 
R(x) = en dehors de Xq, p'(u) s'annulera pour ces trois 
valeurs de x. 

Mais les valeurs de i< qui annulent p (te) sont, en supposant le 
discriminant positif, 

K, iK' et K -♦- iK'. 

Nous aurons donc 

i 

p{K) == — - A (x, -♦- Xo)* — B (x, -♦- Xq) — C, 
4 

(6) . ( p(K't) = — - A (x, -♦- Xo)' — B (x, -♦- Xo) — C, 

i 4 

i 

p(K -4- tK') = — - A(X5 -♦- Xo)' — B (X5 -f- Xo) — C. 



u. 
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Mais puisque nous supposons le discriminant positif, 



et par suite 



p{u) = r' —^ ; — » 

\snyu 5 / 



I . 2 - A' 



(7) 



p(tK') = — r' 



4 -^k' 



\ 



p(K-*-»K')c=y« 



3 
2**— i 



Remarquons d'abord que si, comme nous le supposons, le 
discriminant est positif, les quantités précédentes sont toutes 
réelles. 

Or, en tenant compte de la relation 

— — " Xq -^ Xt X) Xl y 

A 

les relations (6) deviendront 



p (K) = - (Xo -♦- X,) (x, -4- X,) — C, 

4 

A 

(8) . . . • ( p (iK') ==. - (xo -^ X,) (x, -♦- Xj) — C, 

4 

p (K -*- iK') = - (xo -♦- Xj) (X| H-x,) — c. 

4 

Or, si Xo et X| sont réels et x, et x, imaginaires conjugués, 
Xq + Xj ne peut être imaginaire conjugué de X| + Xj, car ceci 
exigerait Xq = Xf, hypothèse inadmissible puisque alors les fonc- 
tions elleptiques dégénéreraient en fonctions circulaires ou 
exponentielles. 

Donc le discriminant ne peut, dans le cas présent, être positif 
que si les quatre racines sont réelles. 

Nous supposons donc, pour le moment, que les quatre racines 
sont réelles. 



(9) 
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Les équations (7) et (8) donnent alors 

p (K) — p (tK') = y« = -. (xo — x,) (ar, — x,) , 

4 

p (K H. ÎK') - p (iK') = y'k' = 7 (Xo - x.) (x, - x,). 

4 

D^où Ton déduit 

. , (3^0 — ^l) (Xî — Xj) 



(Xo — X3) (Xj — X|) 



(iO)- . . . . r' = 7 (xo — X5) (xj — X,) , 

4 

puis 

,j (Xo — X,) (Xs — X,) 



(H) ^' 



(Xo — X5) (X, — Xi) 



et Ton pourra toujours faire en sorte que A*, A:'* et y' soient 
tous trois positifs et aient par suite des valeurs acceptables. 

Supposons maintenant que la quantité sous le radical ail deux 
racines imaginaires. 

D*après ce que nous avons dit, le discriminant sera alors 
négatif, et on devra prendre 

V i 1 ^ A;* k^k'hn'yul 

(12). . p{u)^r*\— , , • 

* ' '^^ ^ Isn^yu 3 dnVw J 

Mais dans ce cas, les périodes élémentaires ne sont pas 2K et 
9tK% mais 2K et K -1- iK\ de sorte qu'alors les zéros de p'(u) 
correspondent aux valeurs de u 

K, — , — 



Comme p(K) est réel, nous devrons, dans les formules (8), 
prendre pour les racines réelles Xq et X|, x^ et x^ étant par suite 
imaginaires conjugués. 

Soit 

Xj = a -4- 61 , Xz = a — bi. 
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II nous faut maintenant calculer 



snV 
snV 


fi 


-♦- 


îK' 


fi 


2 


tK' 



j , /K + iK'\ 
et dnV ( -g—) 



ainsi que 

/K — tK 



E) 



Posons, pour simplifier récriture, 

K -^ tK' 



z = 'y 



Comme dn2z est nul, nous aurons 

dn*z — A'sn'zcn'z = 0, 

ou 

A'sn*z — 2^'sn'z ^1=0, 

d'où 

«*' 
sn'z = i db —— 

k 

Pour lever Tambiguïté du double signe, nous remarquons que 
la formule 

sndccnôtdnôt + snfitcnadna 

sn a ^ St) = V . . , » 

nous fait voir que si 

0<a<K, 0<p<K', 
sn((x-t- pt) = A ^ Bt où A>0, B > 0, 

et par suite 

sn* (a -+- pi) = A — B -♦- 2ABi. 

De sorte que le coefficient de t dans sn^(a + (3i) doit être 

positif. 

On a donc 

ik' 

Sn'Z = 1 H y 

k 
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et par suite 

-L = jt (A — lit') 

SÏTZ 

dn»z = k' (k — ik), 
sn';2r i 



dn*z kk' 

Les résultats relatifs à ^-^^ se déduisent des précédents en 
changeant t en — t. En tenant compte de cette remarque et de la 

valeur 

6C 

-— = 2a (xo -t- Xi) -4- XqX, -4-0' -♦- 6*, 
A 

les formules (8) et (12) donnent (*) 

ou' 



" (-2-) == '^ [-1 — "*' J 



— [aroXj -♦- a* -+- 6* — a (xo -♦- x,) -♦- 3 (xo — x») 6iJ, 






= — [xoXi -♦- a* -♦- 6* — a (xo 4- Xi) — 3 (xq — x,) 61]. 

D*où Ton déduit 

r' (*' — ik") = - [xqXi -+- tt* -♦- 6' — a (xo -♦- X,)], 

4 

âr'AA:' = (xo — X,) 6. 

4 

Pour résoudre ces équations nous poserons 
(fl3) . . Ar = sin 6, 



n En prenant Xj correspoMdanl à K. jtj correspondant à — 5 — el Jj correspon- 



ti*. 
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d'où 
(14) k' =cose. 

Nos équations deviendront 

A 

r* cos 2ô = — - [xoX, -4- a* -♦- 6* — a (Xq -f- X|)J, 

4 

r* sin 26 = (xo — x^)b, 

4 

d'où 

(15). . . tg2e= ^^'^^'^'^ 



(16) r' = - 



XqXi -♦- a' -♦- 6' — a (xo -♦- X|) 

A6 (x„ — x,) 



4 sin 29 



D'où l'on pourra toujours déduire pour d et y des valeurs 
acceptables; remarquons, en effet, que le signe de 6 peut être 
choisi arbitrairement, de façon que 

— A6(xo — x,) > 0, 

on aura alors pour 7^ une valeur positive, 29 étant supposé plus 
» petit que tt. 

Reste le cas où les quatre racines sont imaginaires. 
La réduction doit alors être faite par la formule (18') du para- 
graphe II. 

(i7). . . . ,^_!.^p'(«)-p'(«) 



A 2 p{u) — p{v) 



D'ailleurs dans ce cas les formules (17) du paragraphe II et 
(4) du paragraphe III donnent 



dx Vr(x) 

(18). . . _ = _l-=p(ti)-.p(ti-4.r). 

Les racines de R(x) correspondent donc aux valeurs de u qui 

rendent nulle 

p{u) — p(u 4-t;) 
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Mais comme dans le cas présent le discriminant est positif (*) 
on a 

p (il) — p (u -4- r) •= r' ""1 i ; ' 

de sorte que les valeurs de u qui correspondent aux racines de 
R(x) sont 

V V V V 

, K--, tK'— -. K+tR' — -• 

S 2 2 2 

Mais de la formule (3) du paragraphe III 
combinée avec la formule (17) on déduit 

ou bien en tenant compte de la formule (18) 

(19). . . [x+-j =2p(u) + p(t;)-— M- 

Mais puisque 

A>0, 

on a, en écrivant dans les seconds membres, pour simplifier 



récriture, a à la place dey\^ 



I -^k'' 



^\ 2/ ^ \snV 3 I 

'(-i-)-*C-S- 

p(--V.Tc)_..U„.«-l^), 






(*) Ce qae nous Térifierons plas loin être exact. 
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On déduit de ces équations 



(20) 






Soit maintenant 

a:, = m -4- nf , Xj = m — wi, Xs = r -4- si , X4 = r — si , 

les quatre racines de R(ac) = 0. 

Dans les équations (20), les seconds membres étant réels, il 
devra en être de même des premiers et on devra prendre, par 
exemple, ac| et acj comme correspondant à — ^ et — ^ -+- tK' et 
X3 et X4 comme correspondant à — ^-i-Ket — ^-i-Kh- tK'. 

La formule (19) donnera alors 

(- ^ -•- K + iK') = (x. -+- ^)' -P (")• 



2p 



(21). 



2p 



Mais 







B 


x^ 


-+- JTl 


-♦- Xj -H X4 


m -4- 


r 










4 


2 




pW- 


B* 


— AC 


(m 


4 


X|Xj -♦- X3X4 


-h(X4- 


^ a:,) (X5 


-4- 


*«) 




A* 




6 








ou 




P 


(1^) = 


(m- 


- r)* — 2 (m' -f. 
12 


«^n 









(*) Ou aussi pour p\v) la taleur simple 

(n* — «'Km — r) 
p'(r) = -^ 



^ 
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puis 

B m — r B m — r 

X| H — = -^ m, ar. -♦--: = tn, 

A Î2 A 2 

B m — r B m — r. 

»»-Â^ 2--^"' ^.-x-=--r--"- 

En tenant compte de ces relations et des formules (21), les 
équations (20) deviendront 

On en tire 

(22) . . . 2r' (1 -♦- i') = (m — r)* -4- n* -♦- s«. 

(23). . . . 4r *i* = ^ \(m — r)» -♦- .s* -4- wM* — s'n». 

Pour résoudre ces équations, nous poserons maintenant 

d*où 

^,,_cos2? 

C0S*ç> 

Les équations (22) et (23) deviennent alors 

2r' 
s= (m — rY -4- n* -♦- s', 

COS*î> 

i6r* ig' f = [(m - r)» -+- s» -4- n*]' — 4s V, 
d'où 

sin' 2^ = 4 — 



[(m — r)* -4- «* -4- n*]* 

et par suite 

(«4). .... cos2f>=- r» 

(m — r)* + «* -4- n' 
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valeur positive et plus petite que 1 puisque 

s' -4- n' > i2sn . 

On aura donc pour f une valeur plus petite que 45"" et par 
suite pour k une valeur réelle et plus petite que 1 . 
On en déduira 

2r* = \(ni — r)* -+- n* -+- «'] cos' f , 
ou 

sn cos' 9 

(25) r' = -^. 

cos î2f 

valeur positive qui donnera pour y une valeur réelle. 

Puisque nous pouvons toujours, dans le cas qui nous occupe, 
obtenir pour k une valeur réelle et plus petite que 1, et pour y 
une valeur réelle en nous servant de Texpression de p (u) dont 
nous sommes partis, on en déduit que dans ce cas le discrimi- 
nant est, ainsi que nous Tavons annoncé, positif. 

En résumé, lorsque les racines de la quantité sous le radical 
sont en évidence : 

l'' Si les quatre racines sont réelles et égales à Xq, X|, x^^ x^, 

La réduction peut se faire par les formules suivantes : 

É, (^0 — ^i) \^i — Xj) 

(xo — Xj) (or, — Xi) 

(•) 
^,, ^ (xq — 3r^)(x5— Xt) ^ 

(Xo — X5)(X, — X|) 



r' = 7 (Xo — X3^ (x, — X,) , 
4 



et on a alors 



X = Xo -+- 






dx 

du = r — 



i^R(x) 



(*) Les racines doivent ôire rangées dans un ordre tel que le*, V^ et y^ soient tous trois 
positifs. 
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où 

(Xq — a?i) (Xq — Xi) [Xq — X3) 
r. = A ^^ 

(ar, — X,) (Xo - X,) -*- (xo — x,) (Xo — x,) -t- (Xj — x,) (xo - x,) 
r.«A g 

DanscecaSy d*ailleurs, le discriminant étant positif, on a 



LsnVw 3 J 



9* S'il y a deux racines réelles, 0*0 et x^ et deux racines 
imaginaires, a -1- 6t et a — 6t. 
On aura 

li = sin 6, 
/:'cr= COS0, 

l) {Xq — X,) 



tg26 = 



XoXi -♦- a' H- 6* — a (Xo -♦- Xi) 



, ^ __ A6 (Xo — X,) 



4 sin ne 
le signe de 6, qui est arbitraire, devant être choisi de façon que 

— A6 (xo — X|) > 0. 

On a d*ailleurs 

ri 

X = Xq H » 






du = 



2 

dx 



Vïi[x) 
ei 

(Xo — x,)[{Xo — a)'-*- 6'] 

Ti = A • » 

4 

(x — a)' -4- 6' -♦- 2 (xo — X,) (xo -— a) 

r, = A : ' 

6 
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Dans ce cas, le discriminant est négatif, on a 

3** Si les quatre racines sont imaginaires et égales à 

m -♦- wt , m — ni y r -4- «t , r — si. 

On aura 

* = tg5>, 

^,^_cos2y 

COS* f 

2sn 
cos âf — 



OU 



(m — r)' H- s* -H n' 

sn COS* 9 

y« = 1. 

cos!2f 
On aura dans ce cas 

du = — • dx , 

B ni H- r 



(m — r)* n' ^ s* 
^^^ 12 6 

(n' — 8") {m — r) 
P{v) = 1 

On a de plus 

--^=.p(v) — p{u ^ v) 

et le discriminant étant positif 
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X. — Applications. 

Pour rendre plus facile Tintelligence des méthodes précé- 
denteSy nous allons donner quelques applications. 

Première application. — Mouvement du pendule circulaire 
dans Tair lorsque Ton suppose la résistance proportionnelle au 
carré de la vitesse. 
Soit 
— a Tangle d'écart initial ; 

6 Tangle d'écart à un instant quelconque ; 
gm^ la résistance de Tair; 

g désignant Taccélération de la pesanteur; 
/ la longueur du pendule 

v-f. 

L'équation du pendule circulaire sera alors 

(fa , / rffl«\ 

(4) . . . . ^-p-*-A'(sine^n-)=0. 

On sait que cette équation ne doit être appliquée qu'à une 

seule oscillation, puisque lorsque la vitesse change de signe il 

doit en être de même de la résistance, tandis que l'expression 

gn -^ garde un signe invariable. 

Si l'on pose 

rfe» 

réquation (1) devient 

du 
(2) — -4- ânA'i/ H- 2A' sin ô = 0; 

en tenant compte de ce fait que u doit être nul pour B = — a, 
on obtient pour l'intégrale de Téquation (2) 

2A' 

u =•; r-T-: [cosô — 2nA' sin - (ces a •+- SwA* sin a) e" «*A«(0+ft)L 

i -¥- 4n'A* *" * 

XII. 5 



66. — 66 — 

Posons maintenant 
y (fl) = cos e — 2nA' sin e — (ces a -♦- 2nA* sin a) c"'"*" ^^+*^ 

Nous aurons 

_ / _ _ . de 

(3) 



y/ 2A^ 



-"fW 



(p (9) est nul pour 9 = — a, il devient de nouveau nul pour 
une valeur P plus petite que a mais peu différente, n étant très 
petit. 
Cette valeur P satisfait à Téquation 

(4) cos p — 2nA' sin p — (cos « -^ 2iiA' sin «) c" *-*'t^+«) = 0. 
On a d'ailleurs 

y' (e) = — sin 6 — 2nA' cos e -*- 2nA' (cos a -¥• 2nA' sin a) c-»"**<^+«^ 

d*où 

f ' (— a) = sin a (i ^-4n'A*), 

puis 

j,' (p) = — sin p — 2nA' cos p -♦- 2nA' (cos a ^- 2nA'sin a) c -•"**<^*>, 

ou en tenant compte de (4) 

f'{p) = — sin p (i H. 4ii*A*). 

Cherchons encore, avant d'aller plus loin, Texpression de ^ en 
fonction de n, nous poserons pour cela, en négligeant les termes 
en n? : 

et 

remplaçant dans (4) p par cette valeur et égalant à zéro les 
coefficients des différentes puissances de n, nous aurons 

^ '* • ( A*t» — 8A*(I— «col«)[« — cot«(i— «col»)]. 
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Si Ton développe ces valeurs suivant les puissances ascen- 
dantes de a on a 



(^') ^ iitki^z 



4AV / an 





iOAV 



/i, = — 



Comme n est très petit, on pourra en général négliger le 
terme jX] ^^ si « ^st lui-même peu considérable, puisque fx^ con- 
tient a' en facteur. 

Ceci posé, écrivons Texpression (3) de la manière suivante : 



Où nous posons 

f(é) =s Ao -H A| cos 6 + As cos 2d + Bi sin 6 + B, sin 20, 
et les coefficients étant choisis de façon que l'expression 



V — âïtJ 



paisse se développer en une série convergente. 

On satisfera évidemment à cette condition : 

1* En choisissant f(fi) de façon que pour n == on ait /*(8) = 
ç(8), car alors /*(6) — cp(9) contenant n en facteur -^i^—^^sera 
très petit tant que /'(O) ne sera pas lui-même très voisin de zéro. 

3* En imposant à /"(O) les quatre conditions 

/•(- «) = 0, 
car alors la fraction ^-^j^^ sera nulle pour G = — aete = p 
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3° En imposant à /'(6) la condition de ne pas avoir de racines 
réelles comprises entre — a et (3. 

En effet, alors, tant que f(Q) n'est pas nul, ^^^^Z^^^ - contenant 
en facteur n qui est très petit, est lui-même très petit et, pour 
les valeurs qui rendent f(Q) nul, cette fraction sera égale à 0. 

Donc l'expression 



L fw J 



se développera en série toujours convergente. 

Nous remarquons d'ailleurs que la fraction ^7/ ^^^ peut le 
plus souvent être négligée. 

En effet, d'après ce que nous avons dit, elle contient en facteur 
n, et de plus f(Q) et cp (6) ayant ainsi que f(&) et cp' (G) la même 
valeur pour 6 = — a et = (3, la différence f(Q) — 9 (9) sera de 
l'ordre de 9^, de sorte que si l'on ne tient pas compte de la 
fraction en question on ne néglige que les termes de l'ordre de 
n a^. 

Passons maintenant à la détermination de f(6). 

Nous poserons d'abord 

z = tg-, « = tg-» ^ = ïg^' 

f(B) prendra alors la forme suivante 

{z + a) (6 — z) (2« -4- 2Bz -^ C) 



(7) . /•(6) = F(z) = M 



IM 



(I + z') 



M, B et G étant trois nouvelles constantes. 
Mais l'on a 

et les conditions que nous avons imposées à /'(9), savoir 

/\— a) =« j,\— a) = sin a(\ 4- 4«*A*), 

m = fiP) sin p(i 4- 4nU*). 
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nous donneront 

M(6^a)(a'-2Ba^C)^ Ja_ 

M(6 -f- a) (6« -4- 2B6 -♦- C) 26 ,. , , ,, 

2(i -^ 6*) I -+- 6' ^ ^ 

Posons maintenant^ en désignant par > une nouvelle constante, 

4( I -4- 4n»A*) 



M(6 -4- a) 



= A(5 -♦- a). 



Les deux équations précédentes deviendront 

( C — 2Btf = ax(a -+- 6) — aS 
(8) . . . . 
^ I C -4- 2B6 = 6A(a -♦-/))— />«. 

On pourrait pour achever de déterminer les (rois constantes 
B, C et X imposer une nouvelle condition à f(Q), par exemple 
f(0^ es f (0)y mais cela conduirait à des valeurs très compliquées 
pour les constantes^ et nous terminerons la détermination comme 
il suit : 

Pour H = 0, y (0) se réduit à cos 6 — cos a; on a donc pour 
n — 

ç,{d) = f(e) = co^B — cos a, 

et par suite 

OU 

2 (z-t- a) (a ~r)(x*-4- I) 



F(z) = 



i + a' (1 -»- 2*)* 



donc pour n = 0, condition qui entraîne a = 6, on a C = I 
Nous prendrons dans le cas général 
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et alors les équations (8) donnent 

i -\- ab 



A = 



On en déduit 

Sab (i -^ 4n*A*j 



M = 



(i -H ab) (a ■*- bf 



Vérifions que F (z) satisfait aux autres conditions qu'il doit 
encore remplir. 

1® Il doit se réduire à <f (6) pour n = 0, ce qui exige que pour 
a .-= 6 et n = on ait 

2 

M = ; et B = 0, 

i -♦- a' 

ce qui a lieu en effet; 

* 

2® F (z) ne doit pas avoir de racines réelles comprises entre 
— a et 6; or comme G:=l et que B est très petit puisqu'il 
contient n en facteur, les deux racines de Téquation 

z»-*-2Bz-4- C = 0, 

sont imaginaires et F (z) «=» n'a pas d'autres racines réelles que 
a et 6. 

f (6) remplit donc bien toutes les conditions qui lui ont été 
imposées. 

Notre équation (6) deviendra alors en remplaçant f{B) par sa 
valeur en fonction de z et d6 par ^ , ■ 

10) Arf<=— -V— r 1 + -^ + — •<|.'(z).«..-. . 

en posant 

4»(z) = 



— 7i — 7\. 

Nous allons maintenant réduire aux fonctions p la différentielle 

dz 



V(z -+- a) (6 — z) (2» -^ 2Bz ^. 4) 

Les racines sont ici en évidence et il y a deux racines réelles 
et deux imaginaires. 

En nous reportant aux formules du paragraphe IX, 2' cas, 
nous aurons 



Xo 



= — a, x, = 6, A = — 1, a=— B, 6 = zfcl/l— B* 



on aura par suite, en prenant le signe — pour b devant le radical 
de façon que y^ soit positif 

(a -f. Ml/1 — B' 

4 sin 25 

puis 

(a -4- />) (a' — 2aB + 1) 
sin 6= kj Ti = 



cos tf = ^', r, := — 



4 
a» — 2aB -^ 1 -^ 2(a ^ 6) (a — B) 



6 
ou à cause des équations (8) et (9) 

ax(a -♦- 6)* (I H- a6)(a -*- 6)' 

r, = = » 

4 86 

et enfin 



z = — a -¥• 



Resterait à calculer les termes dépendant de ^ (z), mais nous 
laisserons cette question de côté ne voulant donner qu'un 
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exemple de remploi des formules, et pour terminer nous allons 
chercher la variation de la durée de Toscillation lorsqu'on 
néglige les termes en n^. 

Si on néglige les termes en n^, on devra négliger B^ et 
(a — 6) By qui contiennent cette quantité en facteur, de sorte que 
Ton aura par la formule (11) 

t«2ô = - -c=ig_-J:, 



d'où 



puis 



i — a6 



a -♦- p a e 



- a -♦- 6 i 



4sm2d a ô 

4 cos - ces - 
2 2 



\/'- 



a-f-6-/l-t-a6 .a-i-0 
^ '^ =sm 




a — ô 
cos 



*' sm asm p cos -cos- 
^22 



Donc en négligeant toujours les termes en n^ et par suite en e^ 



2v V 



I -♦- a6 . a -♦- S 1 

= 2 sm 



2r ^ a6 2 i/sinasinp 

ou 

V/ ; — ==(2 — f cola)(l — fcota) *=2. 

De sorte que la durée de Toscillation sera 



a -*- 6 m /\ -^ ab 2K| 

9A V flfc A 



2A ▼ ab A 

en posant 



i^i--/t«sin' 
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Mais 



= sm 

\2 AI 



CL s a 

sin cos - 

2 4 2 



Désignons par A:f et k\ les valeurs de k et k' dans le vide, nous 
aurons 

e , AV 

4 

en nous bornant pour e à son premier terme. 

Si nous désignons maintenant par K2 la valeur de K^i dans le 
vide, 






et e étant très petit nous prendrons, ce qui sera exact aux termes 
en n' près, 

AV , r/K, 
a Kl 

Or, on a généralement 

dKt r\ sin'fd? _ /^'^«sn'n 

dkx \J (« — A-;siu'p)i/^ __ Msin««"~ «!/ dn'w 

Mais 

sn' M 1 , 

dn M A:, 

ou comme 

,, ^, , Aîsn'(« + K,) 
cn*(u + K,) ^1 



A1 



sn 
dn 



\u }_\._)_h < e'(» + K.) 1 



et intégrant de à Kj on aura 



rfit 
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Mais en nous bornant au premier terme des développements 
de Jj et K2 suivant les puissances de k^ 

''-'i[-(î)'*'-(;-^)'«'--]' 



nous aurons 



Donc 



Mais 



1Î2 k[ 

A:, a 



On a donc en se bornant toujours au premier terme 



K, = Kj — — nA V, 
24 

et roscillation, au lieu d'avoir une durée de 2-j comme dans le 
vide, en a une de 

2K, n 
wAa'. 

A 12 
Par suite de la résistance, la durée d est diminuée de 



r-Vf- 



12 

quantité qui sera négligeable dès que a sera un peu petit à cause 
du facteur n. 

Deuxième application. -^ Prenons comme deuxième appli- 
cation le problème traité par M. Gilbert dans les Annales de la 
Société scientifique, tome VI, pages 348 et suivantes. 



M 
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Mouvement d'un point pesant sur un cercle qui tourne avec 
une vitesse angulaire constante autour d'un axe vertical situé 
dans son plan. 

L'équation de ce mouvement est 

|=dz / . 

r r 




OÙ 



r est le rayon du cercle, 

A la distance du centre du cercle à Taxe, 

Ç Tangle que fait le pendule à Tépoque t avec la verticale 

dirigée du centre O du cercle vers le bas, 
(ola vitesse angulaire constante de la rotation du plan du 

cercle, 
g raccélération de la pesanteur, 
et où Ton a posé de plus 

/ c= — «* sin* Ko cos Çq ^ sin Ko» 

r r 

Posons de plus pour simplifier l'écriture 

^0 9 ^ 

2 r r 

La quantité sous le radical s écrira alors 

(/ - 2a) v* — 4»Vv' -+- 2 (/ + 2»') v» — 4«Vt) -+- / -h 2A . 

De sorte qu'ici en se reportant aux formules générales du 
paragraphe (II) 

i 



8'=- — cuV, A'==/ H- 2;i. 
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Ici il y a une racine en évidence, c*est celle qui correspond à 
v = a, puisque /a été pris précisément de façon que pour cette 
valeur de v la quantité sous le radical soit nulle. 

Ce sont donc les formules (28) et suivantes du paragraphe II 
qu'il y aura à employer. 

Nous avons d'abord par les formules (28) 

j,«=-(AA' -♦. 3C' — 4BB') =— [/(/ -♦- »') - 3x' -^ «*(i — 3ft»)], 

1 

5f3 = - (AA'C ^ 2BB'C — C* — AB'* — A'B*) 

a 

On aura ensuite par les formules (30') et (30") 

ri 



«[pi«)-^] 

dv r,p'(u) 



du 



«[p(«)-y' 

et prenant t = pour w = 

D'ailleurs 

r, = 1^!^= (/ - 2>) a' — 3/.i)V -*-(/-♦. 2««)a — «V, 
4 aa 

r, = 1 $1' = (/ -2>) a' — 2f*«'a -+- ^ (/ + 2««). 
5 du 3 

La réduction se trouve donc terminée, mais il semble difficile 
de pouvoir déterminer dans le cas général le signe du discrimi- 
nant; aussi nous bornerons-nous à des applications numériques 
qui feront mieux saisir, d'ailleurs, l'emploi des formules. 

Mais avant de le faire, nous ferons remarquer qu'il y a un cas 
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non compris dans les formules précédentes, c'est celui où la 
vitesse initiale du pendule serait assez grande pour que le mou- 
vement, au lieu d'être oscillatoire, se fasse toujours dans le 
même sens. 

Ce cas se présentera en particulier si /, au lieu d'avoir la valeur 
donnée ci-dessus, avait une valeur positive assez grande. 

Dans ce cas, la quantité sous le radical ne devenant nulle 
pour aucune valeur réelle de t, on ne pourrait mettre de racines 
en évidence et il faudrait recourir aux formules (17) et (18') du 
paragraphe (II) ; comme dans ce cas a = A, les formules (6) don- 
neraient d'abord pour g2 et g^ les mêmes valeurs que plus haut 
où l'on devrait seulement remplacer a par A. On aurait donc 

*' ^ ik* t'(^ -*- «*) - 5^' -^ "* (i - V)], 

y,= -^^[(/ + 2««)[(2/-««)/-a,*-9x']-t.9«V(«'-0]- 

On aura alors 

^""/ — a^"*" 2 ;>(«/) — p(v) ' 

(iv 

_ = p(ti)-;)(M + v), 

(lu 

2 m 
(= > 

B._AC »V-i(/-2.)(/-.2.') 

PC) p~ = (7^121)5 ' 

A'B'-3ABC-t-2B» , (/-2x)(«-t-2(»*)— 2»V'-(<-2i)' 
p'iv) =./. ^^-^, 

Remarquons qu'ici / — 2X est forcément positif puisque le 
polynôme sous le radical, qui ne devient par hypothèse nul pour 
aucune vaipur réelle de v, doit garder le signe de son premier 
terme et qu'il faut par suite que ce premier terme soit positif. 

Nous allons faire maintenant deux applications numériques 
des formules ci-dessus. 
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Soil d'abord 

ç^ = 210°==180"-*-50°, 

« = 4, 

r 

— -—! 
r 4 

On déduit de ces données 

^ |/^ 

sin Ço = — -» cos Ço = — - 



et Ton a par suite 

/ = 2, «'(/,= -|.464, «»(/,= -^24,424, 

^2 étant négatif, le discriminant est négatif, de plus, la quantité 
a du paragraphe VI est positive et il faudra donc se servir des 
formules (8), (5), (13) et (18) de ce paragraphe. 
La formule (8) peut s'écrire 

Ce qui donne ici 



. / 4'. 464*. 27' K464' 

tff 24» «» \ / = — — 9 

y y.27.4«.24;424' 12,212 



On aura donc 

Calcul de tg ^ formule (8) 



log464 «==2,6665180 



-5 



]og464 =7,9995540 

log l/ïBï' = 3,9997770 
log 12212 -=4,0867868 

log tg2^ =1,9129902 
2^«39«J7'54",54 



■w 
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et de suite pour remploi des formules (13) et (18) 

log sin âif. » î,80i 6509 

Calcul de f , formule (S), tg 9= 1/ tg v// 

^c=l9°58'o7",27 

log tg ^ = 7,5527523 
log tg y = 1,8509108 

y = 35"2niM9 
2y = 7tf»42'22",38 

log sin 27 = 1,9748969 
el pour remploi de la formule (13) 

logsin»2f= 1,9246907 



Calcul de 6, formule (13), sin 29 = V'^^ 



log sin 2<|; = 4,8016 509 
log sin*2y = 1,9246 907 

log sin' 29 ==1,8769 602 
log sin 2e c= 1,9384 801 



D^ailleurs comme 




^5<0, 


on doit avoir 




cos 29 < 


ou 




29 > 90°. 


On aura donc 








180°- 


-29 = 60°i3' 4",5 




90° 


— 9 = 30° 6'52",25 
9=»59°53'27",75 



Passons maintenant au calcul de y, mais comme le facteur a 
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est encore arbitraire, nous allons en disposer de façon que y soil 

égal à 1. 

On a, formule (18), 

^""V 4sin2^ 
ce que nous pouvons écrire 



i */— 4sinî2<// 

y sera donc égal à 1 si nous prenons 



i */— 4sinî2 



Nous aurons donc ici 



/ 3sin2«p 





V/â V ^6^8*» 2? 


Calcul de .-i^. 
On a 




log 3 =0,4771213 




logsin 2^ =1,801 6509 




— log 464 «3,333 4820 




— log sin2r= 0,025 1031 




log i = 3,657 5573 

a 




i 

]og =1,409 3393 

' V a 




= 0,236 649. 



Tous les éléments sont maintenant connus et on trouverait 
les valeurs des périodes ainsi que des exponentielles q et p. 
Nous allons les calculer directement, mais comme 6 est plus 
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^rand que 45% nous calculerons d abord p et K'. Nous devrons 
par suite, dans les formules (3), (4) et (5) du § VII, remplacer 
6 par 90" — Ô, g par p el K, par K',. 

D'ailleurs, ici, cote me y = 1, K, = K. 

Calcul de z, formule (3), qui devient ici, en remplaçant 6 par 

90« — e, 

cos z = V^sïn ô 

ô = 59»53'27",75 
log sin e =T,9370 528 
log cos z =T,yC85 264 
z = 2l»55' 2",4i 

-=10»46'31V^0. 
Puis, pour les calculs suivants, 

log ig - = 1,-2794 709 



log cos -= 1,9922 741 

log cos* - = T,9C90 964. 
2 



Calcul de p. 

Nous avons ici, formule (4), 

le terme suivant, qui est ^«g'*^|, pourra être négligé. 
Calculons les deux premiers termes M| el u^ : 

1 
log-= i. 6989700 

loglg'^= 2,5589418 

^ ^_^^^___^^_^^„ 

logu, = 2,2579118 
M,= 0,01810972, 
XII. 
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puis 



log — == 2,7958800 
logtg*<»î= 8,7i>n090 



log w. 



9,5905890 
0,000000004, 



et ti2 sera lui-même sans influence sur les huit premières déci 
maies; nous aurons donc, en négligeant ti^ 

p = 0,01810972. 



Calcul de K', formule (5), 

i -4- 2p* H- 2p** 



2 



cos'* - 
2 



Mais p étant égal à ti|, nous voyons que les termes en p^ seront 
négligeables, et on pourra prendre 



^^tt I ■♦■4P * 

9 



ces* - 



Mais 



log 4 
log p* 



2 

0,6020 600 
7,0316 472 



On a ensuite 



log 4p* = 

4p* = 

i ^ 4p* = 

log TT 

Iog(1 -♦- 4p*) 

log- 
®2 



— log cos* - 
» 2 

logK' 
K' 



7,6337 072 
0,0000 0043 
i .0000 0043. 

= 0,497 1 499 
= 0,000 0002 

= T,698 9700 

= 0,050 9056 

= 0,227 0237 
= i ,686 645, 
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Calcul de g. 

On aura ici, formule (8), 



log log (-] == 2 lojç M -♦- 2 log T —- log log U j ; 



on a trouvé 
donc 



D'ailleurs, 



donc 



logp = 2,257 9i18, 

log - = i, 742 0882 
P 

log log (-]= 0,241 0702. 

log T = 0,497 U99 
logM=ï,657 7843, 

2 log M = ï,273 5686 
2 log T = 0,994 2998 

- log log (-) = T,7 o8 9-i98 
log log (-] = 0,028 7982 

log [1 j = i ,068 5582 

log 9 =2,931 4418 
q = 0,085 3968. 
Calcul de K. 

On aura, formule (9), en changeant K et g en K' et p, et réel* 

proquementy 

log K = log K' -♦- log log 1-1 — log M — log r, 

log K' = 0,227 0237 
log log (-] = 0,241 0702 

— log M =0,362 2157 

— log T = 7,502 8501 

log K = 0,333 i 597 
K = 2, 1 53 574. 
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Calcul de J', formule (12). 

Les termes en p^ étant négligeables, nous prendrons, puisque 

y=l, 



J' = 



4K' 1 -H p* 



Mais 



donc 



et enfin 



logp«= 4,515 8236 
p* = 0,0003 2796 
9p* = 0,0029 5164. 

i -♦- p* = i ,0003 2796 
i -+-9p* = 1,0029 5164 

2 log TT = 0,994 2998 

log - = ï,397 9400 
4 

log(l ^ 9p*) = 0,001 2800 

— log(1 -♦- p') = i, 999 8576 

— logK'= 1,772 9763 



log J' = 0,166 3537 
J' = i,466 742. 



Calcul de J, formule (15), 



_J'K T 



puisque y = 1. 



K' 2K' 

log J' =0,166 3537 
log K = 0,333 i 597 

— log K' = 1,772 9763 

J'K ^ 
log -— = 0,272 4897 

Ex 

log T = 0,497 1499 

, I 

log - = 1,698 9700 

— log R' =- î,772 9763 
log^, = 1,969 0962 
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J'K 

— -= 1,872 793 



-^ = 0,93i3i4 



î2K' 



J = 0,941 479 

Nous avons, dans les calculs précédents, bien tenu compte 
des termes en p^ mais ces calculs font voir que, si Ton n'a pas 
besoin d'une grande approximation, on pourra négliger les 
termes en p* et même le plus souvent ceux en p*. 

On aura alors 

ou 

P(h) = — A' -— — + kk ——' 

En négligeant les termes en p^, on a 

H^i) = ^ -+- 2p ces — ' 



d (,/) = I — 2p cos ^ 



' KM r .,' TU M 

&(«) = 2p* cos 2^ h + ;'' ^2 cos _ — J J I , 
&,(«) = - 2/>* siu — h - ;.' ^1 4- 2 cos — JJ ■ 

d'où Ton conclut une expression assez simple pour p(n). 

Dans la plupart des cas, on pourra même négliger les termes 



en p*. 



Remarquons que si Ton prend les développements précédents, 
qui dépendent des fonctions hyperboliques, il n'aurait pas été 
nécessaire de calculer K, 7, J cl J'; touterois il aurait été toujours 
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utile d'avoir K pour connaître la période du mouvement qui est 
2K (puisque r ^=° 1)> niais j'ai tenu à donner un exemple com- 
plet du calcul. 
Gomme dernier exemple de réduction pour le même problème, 

supposons que Ton ait 

t = AO 

fx = ! 

>. = \0 

«= 4. 

On reconnaîtra d'abord que, dans ce cas, le mouvement a tou- 
jours lieu dans le même sens; en effet, en se reportant au 
mémoire en question, on voit que le carré de la vitesse angulaire 
du pendule est donné par la formule suivante : 

—-==/-♦- w* sin'Ç -♦- 2a cos Ç — 2«V «in Ç , 
dv 

expression qui ne peut jamais devenir nulle avec les nombres 
donnés ci-dessus, puisque le minimum de 

2a cos ç — âw'fA sin ç 
est 

— 21/ A» -♦- «V* = — 21/ 100 -4- 256 > — 40. 

Nous ne pouvons ici mettre de racines en évidence; ce seront 
donc les formules (17) et (18') qu'il faudra employer, ainsi que 
nous l'avons indiqué plus haut. 

Nous aurons d'abord 

** ^ SX^ 1^' ^' "^ "'^ - 3;» -4- «* ( i - 3a**)], 

5^. = 2^ [(' ^ •^"')[(2/ -«*)/- «* - 9A*] ^ 9«V'(«' - /)], 

A = / — 2a, 

donc ici 

119 .^ 53 



100 '' 1000 
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ici le discriminant est positif; il y aura donc à se servir des for- 
mules du paragraphe V. 
Calcul de ^, formule (5) , 



sm 
ou 



in^=\/-r=\/ -=T- =2.3.53. \/=zr» 



sin^ = 3i8\/:::^, 



or 



comme 



^9 
log 119 = ^2,075 5470 

log 318 = :2,50:2 4271 
log 1/3 = 0,238 5606 

— log l/rï9' = 4,886 6795 

log sin ^ = ï,627 6672 

<;; = 25° 6'2r',60 

-= 80 22' 7 ",20 
3 

9z > 0, 

a = 60O — - = 5i« 37' 52"80. 
3 



Calcul de ?, formule ^4), igS? =1^3^ , Iogcosp= 1 ,7928952 

log cos ^ = r,9569 OOi 
logcos> = 1,5786 856 

log lg'2y = 0,5782 145 

log Ig '2f = 0,2891 073 

2? = 620 48' 2"^20 

5> = 3!o24'l",iO. 
Calcul de A: et 0, 

log k = log tg y = î,7856 216 
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et si Ton pose 

A: = sin 6, 

e = 37« 57' 8",94. 
Calcul de y, formule (7), y = l^;i^, 'i = '^o^ 

log ^ = 0,075 5470 

log CCS ^ = f,9o6 9001 

— log cos iu, = 0,207 i 048 

— log tg* ç> = 0,428 7568 

log r* == 0,668 3087 
log r = 0,167 077Î2 

r = i ,469 1 87. 

On aura d'ailleurs 

p{v) = — 0,56 

p' (v) = l ,056 



A / — !2X 



= 0,8, 



-^ = -4r = 0,22 3607. 



D'ailleurs 



V/A l/''20 

log— 3: =1,349 4850. 
KA 



Nous ne ferons pas le calcul des quantités g, K, etc., mais nous 
les déduirons des tables. 

On a, dans les tables tiu traité de calcul intégral de M. Bertrand : 

pour 

e = 37° 35', log q = 2,46304 
pour 

= 37<>4O', log 7 = 2,46512 
d'où pour 

Q = 37« 37' 8",94, log q = 2,46393 

7 = 0,02910 
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On a dans les mêmes tables : 

pour 

ô = 37° 30', log K, = 0,244 934 1 

pour 

ô = 58^ logK, = 0,246 3154 

d'où pour 

= 37" 37' 8' ',94, log K, = 0,245 2633 

K, = 1,73899. 
On aura ensuite 

y 
Donc 

log Kl = 0,:>45 2633 

logr =0,167 0772 



log K = 0,078 1861 
K = 1,19725 

On obtiendrait â*une façon semblable les valeurs de p et K' 
qui correspondent à 90* — G, mais pour le cas présent ces valeurs 
ne présenteront pas d'intérêt puisque les séries correspondantes 
sont moins convergentes et que de plus elle ne mettent pas en 
évidence la périodicité du mouvement. 

Le discriminant étant positif, on a d'ailleurs 



ri i -*- ^n 

V (W) = 7* — ^ Z— 
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ENTRE 



LES COEFFICIENTS CALORIMÉTRIQUES 

D'UN CORPS 



M. Ph. GILBERT 

ProfeMeur i l'Université de Louvain. 



1. On considère^ dans la Thermodynamique, plusieurs coeffi- 
cients fonctions des deux variables v, p, ou v, T, ou p, T par 
lesquelles on définit Tétat d*un corps homogène ; ces coefficients 
sont définis par les égalités suivantes, dans lesquelles dQ repré- 
sente la chaleur absorbée dans une transformation infiniment 
petite : 

(i y dQ = crfT -^ Idv, dQ == CdT -♦- hdp, dQ = Xdv -^ Y dp. 

Dans quelle mesure peut-on déterminer ces coefficients c, C, 
(, hf X, Y, si Ton connaît la relation qui existe, pour le corps, 
entre le volume v, la pression p, la température absolue T, 

(2). . . . y(i;,p,T) = ou T = F(isf>), 
et par suite les dérivées partielles 

dT DT 

*» ~~~^ j * 1» —^ • 

Il est remarquable que les uns sont déterminés complète- 
ment par cette équation (2), les autres à une fonction arbitraire 
de la température près, et cela lient à ce que dans les relations 
qui se tirent des deux principes fondamentaux et du changement 
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des variables, les chaleurs spécifiques G et c ne figurent que par 
leur différence C — c. 
En effet, on a d'abord 

d'où 

dQ =(cT: -♦- /)dv -4- cT^dp = CT;rfu ^- (CT; ^ h)dp == \dv ^ Ydp, 

et Ton a, par suite, dv et dp étant arbitraires, 

ct: ^ / = ct; = X, ct; = ct; ^ a = y, 

ou en résolvant, 

3). /=(c-c)t:, /t=-(c-c)ï;, x=ct:, y = ct;. 

Ces formules se transforment d'ailleurs en d'autres équiva- 
lentes. D'autre part, les principes de Mayer et de Carnot per- 
mettent d'établir les relations bien connues, où E désigne l'équi- 
valent mécanique de la chaleur : 

( DC dA i h 

- ^ r 



(^0- 



ip 


JT 


et; 




il 


De 


1 


i 


5T 


D» 


et; 


"r 



DX DY i 1 

Dp Du E T^ '^ 

La deuxième et la quatrième résolvent la question pour /, h, 

T T 

(5) / = — — -, h-= — 



et;' et;.' 

mais il n'en est plus de même pour les autres coefficients, car si 
l'on combine ces équations (S) avec les deux premières équa- 
tions (3), ou la sixième équation (4) avec les deux dernières (3), 
on tombe toujours sur la même relation 

T 

((>) C — c = . 

et;t'/ 




i 
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insuffisante pour déterminer C, c et, par suite, X, V. il faut don^- 
rcfourir aux équations (4), aux dérivées partielles. M. Phillips Çj 
en a tiré une équation de cette espèce, soit pour C, soit pour c, 
et rint^ration lui a fourni ces coefficients avec une fonction arbi- 
traire de T. Notre but est de montrer que l'on peut ot»tenir les 
résultats de M. Phillips par une voie et sous une forme peut- 
être plus simples, et d*en signaler quelques conséquences. 



2. 


De l'équalioD (i> 












m: 


:h 


A 






T' 


:T 


""t 


ou 










(7; - 


«••'•• 




^ 

= T 


/'A 



multipliée par d/j et intégrée en observant que T re^te lonsiant 
dans cette iuiê^ration, on tire 



• -^ /i 



C = -:'T. -H T / —I- '»/;/. 

J :T T ' 

'l (T) ctani une fonction arbitraire de T ; ou encore, en vertu 
de la ««<?c»ode ^qu^ition (5 ), 

T /•: / t , T ? /'dp 

eJ :t t; ' e:t./ t; 



st Ftiquiiiioij qui donne C, à une fonction arbitraire près, 
lof^ue nq\XHÛf.*u (2 ) e>t connue. 11 fâui observer que v, sous le 
rififcf /l «Bt uue foDciJoij de ;^ détinie par rôquaiion (2) où T est 
re-^»rdt rnnufiie eonsianu 

SL dtfUf i'tiquiitioD (8 s on remplace la dérivaiion partielle par 
rafffvr h T par une autre relaiivo à r. puisque Ton a, p étant 

: t : 



■ {jimii/ir:. —.uuufUi '. Af.uLcm-t /ï/> >r.- •,•!•, '.s. ; I \\\X «■. . î*îi^», IX'"»! Signalons 
in né<nii>ir> u< :Vi. Aij.L''»:« lf\> : {\\\i\. r. **•; ,^., I;i mtino question est 
r^«ti:u* naiî -fi iii'fMiitii " i:»n.n»î vii'ii,}i<,- iiir»i'fw'i»ijjiii'.. \ ■ ■ .- ..w ; I \\\VI, p itl9l. 



t .' 
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on Jrouve 

(9). . C = .(T)--/--(-)dp = .(T).-/^«ip, 

ce qui est la formule de M. Phillips ; ou encore 

ce qui conduira probablement à une intégration plus simple. 

L'équation (7) donne le moyen le plus simple de reconnaître 
les corps dans lesquels G ne dépend que de la température. Le 
premier membre devant être nul, /i : T ne peut dépendre que 
de p, et il en est de même de T^ d'après la seconde équation (5). 
On a donc 

(H) T =, v/-(p) + /; (p), 

f et f^ désignant des fonctions arbitraires. I/équation caractéris- 
tique (3) devra donc appartenir à cette forme (11). 

3. Des raisonnements analogues s'appliquent à la fonction c ; 
on tire des équations (4) 



De 



= T^(^), c = MT) -. t/1 (1) d«. 



et en remplaçant / : T par sa valeur (5) et introduisant les déri- 
vées par rapport à p, on a Tune des deux formules 

dont la première a été donnée par M. Phillips. Pour que c ne 
soit fonction que de la température, il faut que T^ ne dépende 
que de t;, et Ton a pour Féquation (2) 

(«3) T-=p:^(v)^Xi(r). 
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MM. Phillips et Lévy ont montré comment on déterminerait 
le8fonction8i|;(T)en};,(T). 

4. Si Ton substitue dans Téquation (6) les valeurs de G et de 
c tirées des égalités (10) et (12), on voit facilement que Ton 
inîve à Tégalité 

^désignant une fonction arbitraire de T. Gomme on est arrivé à 
eetle propriété de la fonction T = F (t;, p) par les principes de 
la ihennodynamiquCy on pourrait croire qu'elle appartient seule- 
ment à une fonction T caractéristique d*un corps, mais il est 
plus vraisemblable qu'elle appartient à toute fonction T de v, p, 
et constitue une relation d'analyse qu'il serait utile de vérifier 
directement. 

6. L'équation (6) conduit à cette conséquence que si, dans 
an corps, la différence des chaleurs spécifiques ne dépend que de 
la température, la fonction T = F (v, p) vérifiera la condition 

t;t; = ^ (T) 

00 

Eliminant la fonction arbitraire (p (T), on aura 

t;- (T.t;) — t; - (t;t;) = o, ou t;;t;' - t;^t; = o, 

OU, enfin, sous la forme la plus simple, 

w m-ki^)-'- 

Telle est la relation à laquelle doit satisfaire T pour que G — c 
ne dépende que de T. On peut, du reste, intégrer Téquation (15) 
par la méthode de Gharpit en y considérant cp (T) comme une 
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fonction donnée arbitrairement. L'intégrale complète est la sui- 
vante : 

d'où 

a et P étant des constantes arbitraires, m une fonction arbitraire. 
On en déduit l'intégrale générale par la méthode connue. 

6. Voici encore une conséquence analytique des relations 
trouvées ci-dessus. Introduisons comme paramètre le rapport y 
des deux chaleurs spécifiques G et c ; nous aurons par la rela- 
rion (6) 

rT T vT T 

(:= — ^— , c = - — -— — , x= _ _. . Y= 



e(7-i)t;t;' ' E(r-i)T;T;' E(r-i)r/ E(r-i)T; 

Ces deux dernières formules permettent d'écrire la cinquième 
des équations (5) sous la forme 

Donc, dans un corps quelconque, le rapport y des chaleurs 

spécifiques vérifie cette équation aux dérivées partielles. Mais 

nous avons trouvé plus haut [éq. (12)] une expression de la 

chaleur spécifique c qui, rapprochée de celle ci-dessus, nous 

donne 

T T D /*dv 

E(r — i)T;T;""^^ )-^-j^-y ^• 

On en déduit, ^^ (T) désignant une fonction arbitraire de T, 
que Ton a 

(•«)• • • TiiF-iWr rj Ti\- '^^-"^ 

pour Vintègrale générale de l'équation aux déritées partielles (17), 
résultat qu'il serait peut-être assez diflScile de trouver directement. 
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SUR 



LA TENSION ÉLECTRIQUE 



SUIVANT LES LIGNES DE FORCE 



DANS LES MILIEUX DIÉLECTRIQUES 



PAR 



le P. Joseph DELSAULX 

Professeur au Collège de la Compagnie de Jésus 

à Louvain. 



1. Maxwell a démontré, le premier, Texactitude analytique 
de la conception de Faraday louchant Pinfluence des milieux 
diélectriques, dans faction des corps éiectrisés {*). Les résultats 
de Tétude mathématique du physicien anglais sont renfermés 
dans renoncé suivant : 

On peut supposer qu*en chaque point d*un milieu diélectrique, 
interposé entre corps éiectrisés, il y a une tension élastique 
suivant les lignes de force, et une pression suivant toutes les 
directions perpendiculaires à ces lignes. Les valeurs numériques 
de la tension et de la pression sont égales en un même point, et 
varient toutes les deux, d*un point à un autre, comme le carré 
de la force résultante (**). 



(') Traité d'électricité et de magnétisme, 1. 1, pp. i63 à 169. 

(••) Ibidem, p. {Ta. La force résultante dont il s'agit dans l'énoncé de Maxwell est 
la force résultante, appliquée à l'uniié de masse, et déterminée d'après les calculs de 
l^ancienne théorie dos ac!ionsâ distance. 

XII. 7 
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La démonstration de ce théorème, donnée par Maxwell, se 
trouve reproduite dans le grand traité de M. Emile Mathieu sur 
le potentiel (*). Toutefois, en la reproduisant, Fauteur a cru 
devoir la compléter. Une démonstration toute différente du 
même théorème a été donnée par MM. Mascart et Joubert dans 
leurs leçons sur l'électricité et le magnétisme (**). 

L'objet de cette note est de faire connaître une démonstration 
nouvelle du théorème de Maxwell. Cette démonstration est 
simple, rigoureuse, indépendante de la théorie de Télasticité et 
plus élégante, à notre sens, que les démonstrations précédentes. 
Elle est fondée sur le théorème de Green. 

2. Supposons que des corps éicctrisés. A, B, G, D,... soient 
immergés dans un même diélectrique. Représentons Télément 
de volume du corps A par du;\e potentiel du système des 
corps éicctrisés A, B, C, D,... par V. 

L'action exercée sur A par le reste du système peut être 
ramenée à laction combinée d'une force et d un couple. 

Les composantes de la force sont exprimées parles égalités (***) 



dW \ 

— AVc/m, » 
dx 



4t./ 

Y = — / — AVrfw, ) (i) 

An J du 



dy 
d\ 



__ I rd\ 

An J dz 



AVdei, 

I 



AV étant la somme des trois dérivées partielles secondes de la 
fonction V par rapport aux coordonnées x, y, z. 



{*) Théorie du potentiel et ses applications à l'électrostatique et au magnétisme, 
2« partie, pp. 104*110. 

r') Leçons sur l'électricité et le magnétisme, t. I, pp. lOo i 109. 

(•••) Théorie du potentiel et ses applications a l'électrostatique ci au magnétitme, 
\MiT M. Emile Mathieu, 5* |varlie. p. lOÎJ, 



— 99 — 3. 

Les composantes de Taxe du couple sont exprimées, de la 
même manière, par les égalités (*) 



L = 
4 



1 /-/rfV (iV \ 



i rfdy dv \ 
\ rldw dv \ 

N = — / — y _ --~x AVrfî/. 
4t./ Ux ^ dxj I 



) 



. . (2) 



La fonction AV (**) étant nulle dans tout l'espace qui sépare 
tes corps éleetrisés, on peut étendre les intégrations indiquées 
dans les équations (1) et (2), du volume du corps A, au volume 
intérieur déterminé par une surface fermée quelconque cr entou- 
rant le corps A, et assujettie à ne rencontrer et à n'envelopper 
aucun des autres corps du système. Une telle extension n'altère 
en aucune façon les valeurs numériques des seconds membres 
des équations (1) et (2). 



O Théorie du potentiel et ses applications à V électrostatique et au magnétisme, 
a» partie, p. 407. 

(") Lamé appelle la fonction AV, le paramètre diflférentiel du second ordre de la fonc- 
tion V. 

Les intégrales, mentionnées aux seconds membres des équations (1) et (2), s'étendent 
au Tolume du corps A D'après les principes de l'électro-statique on s'attend conséquem- 
meot k rencontrer, dans ces intégrales, le paramètre diflférentiel du second ordre du poten- 
tiel de A, mais non le paramètre différentiel du potentiel du système entier des corps 
électrisés. 

De même, les dérivées partielles premières entrant sous le signe d'intégration semblent 
deToir être exclusivement celles du potentiel du système des corps électrisés agissant 
sur A, et non les dérivées partielles premières du potentiel du système entier des corps 
électrisés. 

Mais il est aisé de voir qu'en étendant les potentiels au système entier des corps élec- 
trisés, dans les intégrales des seconds membres des équations il) et (2), tant pour la for- 
mation du paramètre différentiel du second ordre que pour celle des dérivées partielles 
premières, on ne fait qu'introduire, sous le signe d'intégration, à côté des termes exigés 
par la question, ou des quantités nulles elles-mêmes, ou des quantités égales et de signes 
contraires, qui s'éliminent mutuellement dans la sommation. 
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Posons, en conséquence, 

et représentons par i, fx, v, les angles que la partie extérieure de 
la normale n à Télément d7, de la surface o-, fait avec les axes 
coordonnés. 

En appliquant le théorème de Green aux équations (1) 
étendues, ainsi qu'il vient d*ètre dit, au volume délimité exté- 
rieurement par la surface a, ces équations deviennent dans le 
système de notations adopté, 

i rdN d\ , I .. 

IkTTj dx dn Sr-^ ' 

i rd\ d\ , !.. , ( 

Y=— / -_--cr(r-^--/H cos/^ d(T, , . . . (3) 
47r^y dy un 8^-^ | 

I /'dV dV i . 

— / --dd /H cosv 0(7. 

47r J dz dn 8t*^ 



Z = 



Les équations (2) deviennent, dans la même hypothèse, 
comme il est aisé de le voir, 

I /'/dV (iV \d\ \ 

\ /'/dV dV \dV , \ r., . . f 

M = — / -7-^ — T^]-rf^<^ / Hfarcosv — 2cosA)a<r, \. .(4) 

4t,/ \dz dx Jdn St^ ^ / ' ^ v / 

1 /-/dV dV \dV . i ^ 

N= — / -"V ^ -r-"<^ / H(t/eosA — xcoSit<)d<r. 

^rj Ux-^ dy Jdn Stt^ ^*^ ' 

Une propriété fort remarquable de Faction mécanique des 
corps électrisés ressort des équations (3) et (4) : 

Le système de la force (X, Y, Z) et du couple (L, M, N). 
expression de Faction résuhante des corps électrisés B, C, D,.., 
sur le corps A, est aussi le résultat de la composition d'un sys- 
tème de forces appliquées aux éléments de la surface 0-. 
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Les composantes |, »?, Ç de ces forces sont déterminées, pour 

Tunité de surface, en chaque point (x, y y z,) de la surface o-, 

par les égalités 

\ (l\ dV i 

Ç = ; Il COS A, 

47r dx dn Stt 

\ dW dW i ( 

^==7-7-:^ — HcosA*,) (5) 

47r dy dn Sn ! 

\ d\ dW i I 

Ç == ; H CCS y. ; 

4t dz dn Ht 

Cette propriété est applicable à toutes les surfaces cr satisfai- 
sant aux conditions imposées ci-dessus à ces surfaces. Par suite, 
elle est applicable à la surface même du corps électrisé A. 

De là, cette conclusion importante : 

La sollicitation au mouvement, éprouvée par le corps électrisé 
A, peut être attribuée tout aussi bien à une modiGcation du 
diélectrique ambiant, et à une action corrélative exercée sur la 
surface de ce corps, qu'à Tactiviié des corps électrisés B, C, D,... 
agissant à distance et atteignant, dans leur action, la masse 
intérieure de ce même corps. 

3. Les forces ((f, )?, ^,) déterminées par les équations (5) sont 
normales aux éléments d<T qu'elles sollicitent, pour certaines 
orientations de ces derniers. 

Ces orientations sont données par Téquation de condition 



fcï 



-+- 1^* -+- Ç* = (Ç ces >. -i- ij cos fi -t- Icos v)\ . . (6) 



dont la légitimité est trop évidente pour être démontrée. 

La résolution de Téquation (6) se fait aisément, quand on se 

rappelle que 

d\ dW dW dV 

—— = -— cos Ah cos fx H cos y; 

dn dx dy dz 

car alors, il est facile de voir que Ion a 

1 ld\V 1 

Ç cos A -+- If cos \L ^ t cos y = — I -7" ) '* 

4;r \dnl 8t 
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Dans ces circonstances, Téqnalion (6) se réduit à Téquation 
très simple 



w«/ 



On peut satisfaire à l'équation (8), soit en posant 



( 



dwy 



soit en faisant 

d\ __ 

dn 

La première solution exige que Ton ait 

1 rfV 

ces X = =fc — -r— » 

l/H ^* 

1 d\ 
cos fx = =fc — ^ -}- ' \ (9) 

i f/V 
cos j/ = ±: — ^ 

l/H ^'^ 1 

Les éléments dcr répondant à ces valeurs des angles \ iJ.y y, 
sont perpendiculaires à la ligne de force qui les traverse; en 
effet, les seconds membres des équations (9) expriment aussi les 
valeurs des cosinus des angles que la tangente à une ligne de 
force, au point (x, y, z\ fait avec les axes coordonnés. 

Quant à la seconde solution, elle caractérise évidemment des 
éléments dont le plan est tangent, au lieu occupé par Télément, 
à la ligne de force qui leur correspond. 

4. Dans les raisonnements précédents et, par suite, dans les 
équations (9), >, /i, v, représentent les angles que la partie exté- 



— 103 — 



rieure de la normale à la surface o-, fait avec les axes coor- 
donnés, aux différents points de cette surface. Il en résulte que 
les seconds membres des équations (9) doivent être regardés 
comme affectés du signe — , quand le flux de force a lieu, à tra- 
vers Télément do-, de Tintérieur de la surface o- à Textérieur; 
on doit donner à ces seconds membres le signe -h, dans le cas 
contraire. 

Eu égard aux équations (5) et aux équations (9) ainsi inter- 
prétées, les forces qui sollicitent les éléments d<T normaux aux 
lignes de force, ont pour expressions algébriques de leurs com- 
posantes, les valeurs déterminées par les égalités 

_ \ dV ^ 
SiT dx 

V. = =F — T-V^H, (10) 

on dy 

L*intensité de ces forces est donnée par Téquation (7). 

Considérées au point de vue physique, ces forces expriment 
des tensions analogues aux tensions des cordes. Cela ressort des 
équations (10) dont les seconds membres ont constamment le 
signe exigé par des composantes de forces de tension. 

Les composantes des forces qui sollicitent les éléments da 
tangents aux lignes de force sont déterminées, de la même 
manière, par les égalités 

Çî = — — - H ces X', 

OiL 
1 

ifi = — — H cos fx', 

OTT 

1 

Çï = — — H cos v\ 

on 



(M) 



V, ii\ V , désignant les angles que la normale à l'élément fait 
avec les nxes coordonnés. 



8* -- i04 — 

L*intensité de la force résultante est donnée par Téquation (7)* 
Cette intensité de la force résultante est la même, non seule- 
ment pour les éléments da auxquels se rapportent les équa- 
tions (10) et (11), mais encore pour tous les éléments da 
astreints à passer par le même point (x, y^ z) que les premiers : 
la direction relative de cette force par rapport au plan de l'élé- 
ment varie seule d'un élément à lautre. 

Les forces, dont les composantes sont représentées par les 
équations (11), doivent être assimilées, au point de vue physique, 
à des pressions. Cela ressort des équations (11) elles-mêmes. 
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1. M. Duhem a donné, en 1885, une démonstration des lois 
fondamentales de la capillarité, basée sur la considération de 
rétat de mouvement que la théorie mécanique de la chaleur 
suppose dans les corps, soit solides, soit liquides (*). 

L'année suivante, M. Paul Janet publia une nouvelle démon- 
stration de ces lois, fondée également sur Phypothèse de la 
nature mécanique de la chaleur. 

Cette dernière démonstration est une application du théorème 
du Viriel aux mouvements stationnaires du calorique dans les 
corps (**). 

L'objet de cette note est de faire voir qu'on peut établir les 
lois fondamentales de la capillarité, dans Thypothèse cinétique, 
en s'appuyant uniquement sur le principe de Téquivalence de la 
force vive et du travail. 

Ce nouveau mode de démonstration a l'avantage d'exprimer 
les constantes capillaires sous la forme analytique que la théorie 
de Gauss leur donne, tandis que la méthode fondée sur le théo- 
rème du Viriel exprime ces constantes sous la forme qu'elles 

(*) Annales scientifiques de l'école normale supérieure, 8« série, t. II, p. 207. 
{**) Journal de physique théorique et appliquée, 2* série, t. II, p. 328. 
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prennent dans la théorie de Laplace, diaprés les calculs de 
Poisson (*). 

Au reste, les constantes capillaires des théories de Gauss et de 
Laplace, bien que différentes par la forme, sont identiques par 
la valeur numérique. Nous le montrerons à la fin de cette 
note. 



2. L'interprétation théorique donnée par Gauss aux phéno- 
mènes capillaires fait intervenir dans les raisonnements des inté- 
grales de la forme 

/f(f(r)dvdv' (i) 

Dans ces intégrales, tantôt dv et dv' représentent des éléments 
de volume de la masse liquide, tantôt dv désigne seul un élément 
de volume du liquide, dv' désignant alors un élément de volume 
des parois du vase dans lequel le liquide est renfermé. 

Dans les deux cas, r est la distance séparant les éléments, et 
9(r), une fonction de cette distance. 

La fonction (p(r) varie avec la nature moléculaire du liquide, 
dans le premier cas; dans le second, elle varie avec la nature 
moléculaire du liquide et avec celle de la matière du vase. 

Dans le premier cas, Tintégrale (1) s étend au volume de la 
masse liquide; dans le second, elle s'étend au volume du système 
de la masse liquide et des parois. 

Quand il s'agira de ce dernier cas, nous mettrons l'intégrale (I) 

sous la forme 

ff(p{r)dvdu, (2) 

du représentant l'élément de volume des parois. 

3. L'évaluation des intégrales (1) et (2) se fait facilement, 
lorsque la fonction (p(r) s'annule pour toutes les valeurs de r 
supérieures à une certaine limite, appelée, suivant les circon- 



(*) Nouvelle théorie de V action capillaire, p, 44. 



«lances, rayon d'activité du liquide agissant sur lui-même, ou 
rayon d'activité des parois agissant sur le liquide. 

En effet, dans le premier cas mentionné an numéro précédent, 
la partie de l'intégrale (1) qui correspond à chaque élément dv 
a pour valeur Cdv, k l'intérieur, de la masse liquide, C désignant 
une constante Pour le voir, il suffit de décrire, autour de 
rélément dv comme centre, une surface sphérique, dont le 
rajron soit égal au rayon d'activité du liquide agissant sur lui- 
même. 

Dans le voisinage de la surface terminale de la masse liquide, 
la partie de Tîntégrate (1) qui correspond h chacun des éléments 
dv est égale à 

Cdv — li dvt 

C désignant la même constante que ci-dessus, et [idv exprimant 
la partie de l'intégrale (1) rela- 
tive à l'élément dv et aux élé- 
menls dv' qui seraient renfermés 
dans le segment sphérique h une 
base, /(, extérieur au liquide, et 
ayantdu pour centre, dans la sup- 
position que ce segment fut rem- 
pli de liquide. 

De la sorte, l'intégrale (1) a 

pour expression la quantité algébrique 

CV —/i^ dv, 

dans laquelle V est le volume de la masse liquide, et le terme 
/lulv, une somme s'étendant k toute la couche superficielle du 
liquide. 

Calculons la valeur de cette somme. 

4. Soient x, la distance de l'élément dv b ta surfare du liquide, 
el r, le rayon d'une surface sphérique située à l'intérieur de la 
sphère d'aetmté de cet élément dv et ayant ce dernier pour 
centre. 
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On a, pour Texpression de Taire de la zone, faisant partie de 
cette surface sphérique, et extérieure au liquide, 

^nr(r — x), 

et pour la valeur de Télément de volume compris entre cette 
zone et la zone semblable infiniment voisine, 

âwr r — x) dr. 

L'élément factoriel de la quantité iidv relatif à ce volume 
infinitésimal est, par suite, en remplaçant, dans cet élément, dv 
par Texpression équivalente oadx, 

^nar{r — x) dr dx (3) 

La quantité infiniment petite (ù désigne Taire de la section 
transversale du cylindre infiniment mince représenté dans la 
figure ci-dessus. 

En intégrant Texpression différentielle (3) par rapport è la 
variable x entre les limites et r, on détermine la valeur d*une 
partie de Tintégraley^dt;, savoir, la valeur de la somme de tous 
les termes (3) qui correspondent à une même valeur de r. 

Cette intégration donne pour résultat 

n:or^dr. 

De là, en représentant par S la surface terminale du liquide, 
et par l, le rayon d'activité du liquide agissant sur lui-même, on 
obtient 

/ fx dv = ttS / (p(r) r\lr. 



La valeur numérique de Tintégrale (I) est donc donnée par 
Tégalité 

/f(^{r) dv dv' === CW — nSf\{r)r\lr ... (4) 

b 

5. Dans Thypothèse de Tannulation de la fonction f (r), pour 
toutes les valeurs de r supérieures au rayon d'activité de la 
matière des parois agissant sur le liquide, on trouve, par les 
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mêmes raisonnements, que la valeur numérique de Fintégrale (2), 
étendue au système du liquide et du vase, est donnée par 
réquation 

//'(f{r)dvdu = nS'J^\(r)r^dr, .... (5) 



S' étant Taire de la surface de contact du liquide et du vase, 
et l'y le rayon d'activité des éléments de la matière du vase dans 
leur action sur les éléments du liquide. 

6. Quand on considère la fonction (p(r) comme une dérivée 
première, la fonction intégrale est donnée, dans son expression 
la plus générale, par la somme 

D ^ * (r), 

9(r) étant déterminée par Téquation 

— 4»'^r)=/'*(p(r)dr, 

r 

et D représentant une constante arbitraire. 

Or, dans la théorie de la capillarité, il arrive assez souvent que 
la fonction <p(r) soit remplacée, dans les intégrales (1) et (2), 
par la fonction D -+- ^(r). 

Si rintégration se fait alors entre les mêmes limites que ci- 
dessus, les équations (4) et (5) deviennent respectivement 

rf dv f/i/[D ^ .i.(r)] = C'V — ttS Z' <ï>(r) r'dr — - DSx* (6) 



et 

/y dv du [D ^ «ï(r)] = ttS' f «ï»(r) r^dr -+- - DS'V*, . (7) 



comme il est facile de le voir (*). 

Nous ferons usage de ces formules dans le cours du présent 
travail. 



n Nous n'avons pas tenu compte, pour la formation des équations (4), (5), (6), (7), de la 
remarque formulée dans lesAntiales scientifiques de l'école normale supérieure, 2« série, 
t. Hi, pp. 74 et 75, en haut. Cette remarque, en effet, ne nous parait pas exacte : elle intro- 
duit, dans les résultats, un terme proportionnel à la surface terminale du liquide, qui ne 
peut être admis dans la question jibysique traitée ci-après. 
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7. Appliquons les principes de la mécanique rationnelle aux 
mouvements stationnaires de la chaleur, relatifs à une masse 
liquide renfermée dans un vase quelconque. 

Le travail de la pesanteur au sein du système peut être 
considéré comme nul dans Pétat d'équilibre, puisque, durant 
un intervalle de temps très court et arbitrairement choisi, la 
valeur moyenne de ce travail est nulle en chaque point du vase 
et du liquide. Cela résulte de la nature même des mouvements 
de la chaleur, lesquels sont, comme on sait, dans Thypothèse 
cinétique, des mouvements stationnaires. D'autre part, eu égard 
à l'invariabilité du volume, tant du liquide que du vase, le tra- 
vail de la pression uniforme supportée par le système est égale- 
ment nul. Il s'ensuit que, à égalité de température dans le 
système et dans le milieu ambiant, l'état d'équih'bre du système 
est caractérisé par la constance de l'énergie interne. 

En désignant la force vive d'un élément du liquide, dans son 
mouvement stationnaire, par i mw^^ et celle d'un élément des 
parois du vase, par iMW*; en représentant les forces agissant à 
la distance r entre les éléments du liquide d'une part, et entre 
les éléments du liquide et ceux des parois du vase d^ l'autre, 
respectivement par mm'(f(r) et mM{p{r); en posant, de plus, 

Hr) =./* 9W dr (8) 

r 

et 

^{r)=/'^(r)dr, (9) 

r 

on a, en vertu du principe de la conservation de l'énergie (*), 
l'égaiilé 

2 5"""' ■*■ 2l*'W»— 2»»»n'[DH-*(r)] - 2 »«M[D'H-T(r)]=G, (10) 
D, D' et G exprimant des constantes. 



(•) Briot, Théorie mécanique de la chaleur, 2« édition, pp. 16, H et 19. 
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La substitution des intégrations aux sommations simples con- 
duit aux deux égalités 

2 fiim'[D ^ <l»(r)] = - p« ffdxi </v'[D ^ *(r)] 



et 



2 mM [D'-*- m (ry] = pp' rf dv du [D'^ Y(r)], 



p étant la densité du liquide et p' celle de la matière des parois. 
D'un autre côté, par les équations (6) et (7), on a 

/ydt?rfv'[D+<i»(r)]=C'V-7r{w-t.O /" 4>(r)r'c/r- ^ (u-f-ODx* (H) 



et 



rf dvdu\p'-\'^{r)\ = ^i r T(r) rVr + ^ (D'A'S . . . (12) 



Il désignant Faire de la surface libre du liquide, et t, celle de la 
surface de contact du liquide et du vase. 
De là, en convenant des notations 

«' = ^ p4d y -^ /^ *(r) rVrl . . . . (13) 
et 

^'^^PP'ky-^ / H(r)r'rfrl, . . . (14) 

et en transportant, dans la constante G, le terme également con- 
stant ip'^C'V, 1 équation (10) devient 

2-iitti;*-f-25MW*-t-(tt'- 26«)«^a*M = G, . (15) 

8. Hormis des termes constants relatifs au liquide et au vase, 
le premier membre de Téquation (15) exprime la valeur moyenne 
de Ténergie interne du système du liquide et du vase, dans Téiat 
d*équilibre relatif du système. L'équilibre relatif du système a 
lieu lorsque la surface terminale de la masse liquide a atteint sa 
forme permanente, au point île vue sensible. 
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Pour faire passer le système de cet état d'équilibre relatif à un 
état d'équilibre relatif innniment voisin du premier, il suffît de 
soumettre le liquide à la sollicitation de forces capables de main- 
tenir celui-ci dans la forme terminale relative au deuxième équi- 
libre. En effet ces forces, ajoutant leur action à celle des forces 
antérieurement agissantes, feront passer nécessairement la masse 
liquide de la première forme terminale à la seconde. 

Eu égard à Téquation F(f, v, p) = 0, fort connue en thermo- 
dynamique (*), la transformation éprouvée par le système, dans 
ce passage, est une transformation isothermique (**); car, en vertu 
de cette équation, la température d'un corps homogène ne change 
pas lorsque le volume et la pression supportée parce corps con- 
servent des valeurs constantes. Dans le cas présent, il est vrai, 
le système du liquide et du vase ne constitue pas un corps homo- 
gène, dans la stricte acception du terme; mais ce système est 
formé de corps respectivement homogènes, et chacun de ces 
corps, par une propriété des fluides, est soumis, de fait, sur toute 
l'étendue de sa surface propre, à une pression uniforme, égale à 
celle qui s'exerce sur la surface libre du liquide, si pas durant le 
cours, du moins à l'origine et à la fin de la transformation éprou- 
vée par le système, alors que les équilibres relatifs, définis plus 
haut, sont constitués. 

Il résulte de là que, dans l'application du principe de Téquiva- 
lence à la transformation éprouvée par le système, il n'y a pas à 
tenir compte de la variation des forces vives des mouvements 
stationnaires de la chaleur, dans l'estimation de la variation de 
l'énergie interne. 

D autre part, les forces appliquées au liquide, à l'effet d'opérer 
la transformation, sont des forces infiniment petites, au même 
titre que la partie du volume qu'elles sont censées solliciter. 

La conséquence de cette remarque est que le travail des 



(*) Briot, Théorie mécanique de la chaleur, 2« édition, p. ^i. 

(") Cet isothennismc est admis sans démonstration par les auteurs qui, à ma connais- 
sance, se sont occupés de la théorie cinétique de la capillarité, dans l'hypothèse de 
l'incompressibilité des liquides. 
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forces dont il s'agit constitue un infiniment petit d*ordre infinité- 
simal supérieur au premier. 

En ces circonstances, d'après le principe de Téquivalence, le 
travail de la pesanteur dont l'expression, pour la masse liquide 
entière, est 

— 2 ^^3 ^^ ^" — 99 r^^^ ^'^> 

équivaut numériquement à la variation des deux derniers termes 
du second membre de Téquation (1 5). 

La fonction û, dont la variation égalée à zéro, exprime celte 
équivalence, est donnée par Téquation 

Û = ^gfz dv H- (a* — 26*) e -^ a'ii. . . . (i 6) 

On reconnaît, dans l'expression de û, une fonction analogue, 
detout point, à celle dont Gauss fait dépendre, par des variations 
convenablement choisies, les lois fondamentales de la capil- 
larité (*). 

9. L'équation de la surface capillaire et l'expression de l'angle 
de raccordement que l'on tire de l'équation (16), en donnant à 
la masse liquide les déformations successives employées par 
Gauss, sont (**) 

a' / i i \ 

et ) (17) 

26' — a' i 



ces l = 



/ 



Dans la première de ces égalités, z exprime l'ordonnée verti- 
cale d'un point quelconque de la surface capillaire comptée h 
partir du niveau horizontal du liquide dans le vase; R et R' sont 
les rayons de courbure principaux de cette surface au même 
point. 



(*) Journal de mathématiques pures et appliquées, ir* série, t. W\\, pp. 196 et suiv. 
(**) MonTlEB, Cours de physique y 1. 1, pp. 73 et sui?. 

XIL 8 
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Dans la seconde, t désigne l'angle de raccordement de la sur- 
face capillaire. 

Ces résultats montrent bien que le principe de Téquivalencc 
conduit fort simplement, ainsi que nous Tavons annoncé, aux 
équations fondamentales de la capillarité. 



III 



10. La théorie de Laplace (*) assigne aux constantes capil- 
laires entrant dans les équations (17), les valeurs a^ et P^ déter- 
minées par les égalités 

a? = — / r*9(r) dr 

et " ) m 



Si cette théorie des phénomènes capillaires, aussi bien que 
celle que nous venons de montrer pouvoir être fondée, au point 
de vue cinétique, sur le principe de Téquivalencc, sont exactes, 
il est nécessaire que Ton ait 

D -f- -^ / r^dr 1 (f{r) dr^ —^ 1 r*(p(r) dr 

Or 

et ) (19) 

Or 

Or il est évident que des valeurs convenables, données aux 
constantes arbitraires D et D', permettent de satisfaire, sous le 
rapport numérique, à ces deux équations de condition. 



(•) Poisson, Nouvelle théorie de l'action capillaire, pp. 14 et 16. — Laplace, 
Traité de mécanique céleste, t. IV, pp. 427 et 439. — QUET, Rapport sur les progrès 
de la capillarité, pp. 4 et 5. 



i --; 
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Dans la théorie de Gauss — nous allons le faire voir — les 
constantes capillaires a'^ et 6'^, entrant dans les équations (17), 
sont identiques aux constantes capillaires a^ et 6^, définies par 
les équations (13) et (14), tant au point de vue numérique qu'au 
point de vue analytique. 

En établissant cette proposition, par le raisonnement, il est 
manifeste que, eu égard aux équations (19), nous aurons établi 
par là même l'identité numérique des constantes capillaires des 
théories de Laplace et de Gauss. 

Avant d'aborder cette démonstration, nous ferons remarquer 
au lecteur que Tcxpression de a', introduite dans la première des 
équations de condition (19) conformément aux équations (18), 
est l'expression donnée par Poisson à cette constante, dans son 
exposé de la théorie de Laplace. La valeur analytique de (3^ en 
dérive par voie d'analogie. 

Laplace a donné une autre forme à la constante capillaire a^, 
dans sa théorie des phénomènes capillaires. Mais Nathaniel 
Bowditch a fait voir, dans ses commentaires sur la mécanique 
céleste, que la forme assignée par Laplace à la constante a^ ne 
diffère pas, dans sa valeur numérique, de la forme assignée par 
Poisson à la même constante (*). 

IV 

11. Dans les raisonnements précédents, nous avons supposé 
que Faction mutuelle des molécules liquides ne s'étendait pas 
plus loin que la distance \ et que celle des parois sur le liquide 
ne dépassait pas la distance V\ il est nécessaire, par conséquent, 
que nous nous placions au même point de vue dans la détermi- 
nation analytique des constantes capillaires de la théorie de Gauss. 

Nous suivrons, pour cette détermination, la méthode de calcul 
adoptée par M. Joseph Bertrand (**), et reproduite récemment 



(*) Mécanique céleste by the Marquis de La Place, translated, with a commentary, 
by Nathaniel Bowditch, vol. lY, p. 704. 

(•*) Journal de mathématiques pures et appliquées, i^* série, X, XIII, p. i8o. 
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par M. Resal (*). Sous sa forme explicite, notre démonstration 
a l'avantage de ne laisser planer aucun doute sur la Icgilimité du 
résultat. 

En posant, avec M. Bertrand et avec M. Resal, 

X(r)-f\{r)dr (20) 

r 

et 

^('•)=/>Wrf'-. (21) 

r 

la somme des moments virtuels des forces sollicitant le système 
des parois et de la masse liquide considéré ci-dessus, est cgale(**) 
à la variation totale de l'expression 

U = - jp /"z f/y -+- - p' rrxir) dv dv' + pp' /Tf (r) dv du, (22) 

Or, la masse liquide peut être décomposée en deux parties : 
une couche superficielle d'épaisseur ^ et la masse interne que la 
couche superficielle enveloppe entièrement. 

Pour chaque élément dv de la seconde intégrale de l'équa- 
tion (22), la masse interne donne, en coordonnées sphériques, 
le facteur 

4 Tzdvf X (r) r' dr/ (23) 

u 

La couche superficielle donne de même, pour chacun de ses 
éléments dv, l'expression 

4 ndvj^ X (r) r\lr —j de dvf %(r) rHr, . . . (24) 

dd représentant un élément infinitésimal de la surface sphérique 
de rayon 1, décrite autour de dv comme centre, r' désignant la 
longueur du segment linéaire allant de dv à la surface du liquide 



(') Traité de physique mathématique, 2* édition, 1. 1, p. 71. 

('*) Journal de mathématiques pures et appliquées, i'^ série, t. XIII, p. 188^ aa bas. 



M 
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à travers da, et rinlégralion relative à la différentielle dcr s'élen- 
dant à toute la partie de la surface sphériquc, dont l'ouverture 
angulaire est égale à celle de la zone A, définie au n"* 3. 

La somme de lexpression (23) et du premier terme de 
Texpression (24), étendue à toute la masse liquide, introduit, 
dans la fonction U, un terme proportionnel au volume V de la 
masse liquide. 

Le second terme de l'expression (24), étendu d'abord, suivant 
son extension indiqtiée plus haut, à tous les éléments dv d'un 
même filet normal à la surface du liquide, puis à toute cette sur- 
face, donne un résultat ]u'il nous faut évaluer. Ce résultat ren- 
ferme en facteur la partie la plus importante de la constante 
capillaire de Gauss relative au liquide. 

12. Les rayons qui délimitent rf(7, prolongés jusqu'à la sur- 
face du liquide, découpent sur cette surface un élément dS. 
Entre les éléments r/o- et rfS, on a la relation 

r'*<h = f/S . cos f , 

e représentant l'angle formé par les deux éléments. 

En posant 

X(r)=/%(r)/-*r/r, (25) 

r 

le second terme de l'expression (24) prend la forme 

/•. , Xfr') — X(>.) 
— / r/S . eos € . dv .... (26) 



;/ 



r'* 



L'intégrale de l'expression différentielle (26) peut s'étendre, 
dans une première intéjjration, à tous les éléments dv, corres- 
pondant à un même élément dS, et faisant partie d'un filet 
conique d'ouverture infinitésimale dont la direction est caracté- 
risée par une valeur spéciale de l'angle e. Par là, on obtient, en 
coordonnées spliériques, comme expression de la quantité (26) 
ainsi intégrée, 

— dS . ces f . daf dr'[X{r) — X'X)\ . . . (27) 
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Dans Texpression (27), dcr' désigne un élément infinitésimal 
de la surface sphérique de rayon 1, décrite de dS comme centre, 
normal à Taxe du filet conique. 

La différentielle (27) étendue, dans une seconde intégration, 
à toutes les directions caractérisées par les diverses valeurs de 
Tangle e, depuis jusqu'à | , donne pour résultat 

— ndSf dr' [X(r') — X(A)] (28) 



puisque la somme de toutes les valeurs du produit cos e. da' est 
égale à la projection de la moitié de la surface sphérique de 
rayon 1, ayant dS pour centre, sur le plan tangent à la surface 
liquide en dS. 

11 resterait à étendre la différentielle (28) à toute la surface S 
de la masse liquide. Mais cette extension n est nullement néces- 
saire: l'expression (28) montre suffisamment, conjointement avec 
réquation (22) et Texpression (24) rapprochées de Téquation (1 6), 
que la constante capillaire, relative au liquide, est égale, dans la 
théorie de Gauss (*), à 

'.X 



^y dr'[X(r')-X(x)l. 



En représentant cette constante par a'^, et en introduisant la 
considération explicite de la fonction ^(r) dans son expression, 
par le moyen de Téq nation (25), on a donc 



«'" - yJ ''''' / '^^''^ '^''''• 



13. Dans la fonction U définie par Téquation (22), Texpres- 
sion la plus générale de la fonction ^(r) n'est pas celle que 
réquation (20) spécifie, mais bien cette expression augmentée 
d'une constante arbitraire. 



(*) Journal de mathématiques pures et appliquées, \^ série, t. Xill, p. 195, au bas. 
Mous donnons ici, à la constante capillaire, la définition indiquée ci-dessus aux n*^ 7 et 9. 
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Or, du moment que cette constante arbitraire entre de fait, 
ainsi qu on va le voir, dans la formation analytique de la con- 
stante capillaire a''^, elle peut éire déterminée à Taide des éva- 
luations expérimentales, et il n*est pas permis de la négliger dans 
la comparaison des valeurs numériques que a'^ reçoit des diffé- 
rentes théories. 

Il ressort de ces considérations que la constante capillaire a'* 
est déterminée par Téquation 

«" = "^y'dr'J' r*drï J %{r)dr + (]d'], 

(Q étant la constante arbitraire dont il vient d'être question. 
Par suite, on a 



i'*= y /" dr'T rVr /^*(p(r)^'''-*-ûE) Y / dr' f r'dr. 



(29) 



Le premier terme du second membre de Téquation (29) 
peut, au moyen de l'intégration par parties, se mettre sous la 
forme 

expression qui se réduit manifestement à 

f» 

Le second terme du même membre est égal à 

wp* A» 

(Qyt 

On a donc 

«" = yI^O '^ ■*■ / r'dr' y'V) rfrl . . (30) 
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14. L'identité des expressions analytiques des constantes 
capillaires a* et a'^, déterminées par les équations (13) et (30), 
est établie, par les raisonnements précédents, aussi parfaitement 
qu'il est possible de le désirer. 

On démontrerait de la même manière Fidentité des expres- 
sions analytiques de 6*, déterminée par les équations (9) et (14), 
et de la constante capillaire b'^, relative à faction des parois sur 
le liquide, dans la théorie de Gauss. 

En toute rijçueur, je l'avoue volontiers, celte double démon- 
stration n'était nullement nécessaire : l'identité analytique des 
constantes a'^ et a*, b'^ et 6^, aurait pu être établie a pn'orî, et 
sans calcul. Mais nous avons voulu, par les développements pré- 
cédents, faire disparaître de l'esprit du lecteur tout doute au sujet 
de cette identité de forme, afin que l'identité numérique des 
constantes capillaires des théories de Gauss et de Laplace fut, 
par cela même, établie d'une façon péremptoire. 

Bien qu'il soit fort naturel de rattacher la théorie cinétique de 
la capillarité au principe de l'équivalence, dont le théorème des 
vitesses virtuelles, employé par Gauss, est une expression plus 
ou moins abstraite, nous ne pensons pas que le rapprochement 
ait été fait jusqu'ici d'une manière formelle. 

Tout l'intérêt de cette note, si intérêt il y a, consiste dans ce 
rapprochement et dans la démonstration de l'identité numé- 
rique des constantes capillaires des théories de Gauss et de 
Laplace. 
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NOTE 



SUR 



LE GYROSCOPE COLLIMATEUR 



l)H 



M. le capitaine de vaisseau FLEURIAIS 



PAK 



A. BACIii: 



Lieutenant de vaisseau en retraite, 
Commandant le paquebot Niger des messageries maritimes. 



Cet instrument, qui permet au navigateur de déterminer ou 
de rectifier sa position à la mer, alors même (|tie la ligne 
d*horizon lui est cachée par la brume et par robseiirité de la 
nuit, est dû aux patientes et habiles recherches de M. lo capi- 
taine de vaisseau Fleuriais, bien dignes du prix extraordinaire 
décerné par TAcadémie des sciences au mois de décembre 
dernier. La haute compétence des membres de la Commission 
académique chargée d*examiner le collimateur, et les résultats 
obtenus tant à bord du La Galissonnièrey commandé par 
Fauteur, que sur d*autres bâtiments de Tescadre, ne laissent 
aucun doute sur sa valeur pratique à laquelle les observations 
inscrites dans le tableau suivant ne font que rendre hommage. 

Ces observations ont été recueillies à bord du Niger, soit par 
mes officiers, soit par moi-même. Les quelques divergences 
notables qui s*y rencontrent (6' à 7') doivent être attribuées en 
partie à notre inexpérience de Tinstrument qui exige, comme 
tout autre, une certaine habitude. 
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Dépression de l'horizon de la mer : 



Donnée 
par le gyroscope. 

— 5'20" 

— 9'00" 

— 9'10" 

— 7'50" 

— 9'40" 
-6' 10" 

— 4'50" 

— rso" 

— 4'40" 
-4- 0'50" 

— 5'40" 

— 4'50" 

— 4'00" 

— roo" 

— 3'50" 

— yoo" 



Dépression 




apparente exacte. 


Erreurs. 


- 5'00" 


— 0'20" 


id. 


— 4'00" 


id. 


-4' 10" 


id. 


— a'so" 


id. 


— 4'40" 


id. 


- l'IO' 


id. 


-f-O'lO" 


id. 


H- 3'30" 


id. 


-♦- O'JO" 


id. 


-♦- 5'30" 


id. 


— 0'40" 


id. 


-f- 0'30" 


id. 


-♦- l'OO" 


id. 


-f. 4'00" 


id. 


-♦- r30" 


id. 


•4- 3'00" 



Hauteurs méridiennes du soleil : 



Observées 


Hauteurs 






au gyroscope. 


exactes. 


Erreurs. 




57O0250" 


5700320" 


— 0'30" 




56o37'20" 


56036' 10" 


-f-no" 




58«Î7'00" 


58o29'00" 


— 2'00" 




63ol7'10'' 


6301 9'50" 


- 2'40" 




68o52'10" 


6805410" 


— 2'00" 




7303500" 


73o37'40" 


— 2'40" 




8102^40" 


8102100" 


H- 1'40" 




75«07'00" 


7500 roo" 


^ 6'Oy ' 


(forts roalis). 


70oiri0" 


70ooyoo" 


-^ 6'00" 


(forts roulis). 



Hauteurs du soleil hors du méridien 



Observées 


Hauteurs 




au gyroscope. 


exactes. 


Erreurs. 


64o08'50" 


64o|5'20" 


- 4'30" 


37o0r50" 


37o00'00" 


-♦- 2'30" 


26«17'40" 


26o|9'40" 


— 2'00" 


3001920" 


30oi7'10" 


^2'10" 


450^2^30" 


45o23'20" 


— 0'50" 


26ooroo" 


26o03'00" 


— 100" 


36o50'30" 


36049*50" 


H- 0'40" 


37o43'50" 


3704 r30" 


H- 2'20" 


3401 0'30" 


34ol5'40" 


— 5'10" 


23o54'50" 


23o50'50" 


-♦- 4'00" 


22o53'40" 


22o55'20" 


— r40" 



M 
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5. 



Hauteurs d'étoiles ou de lune2: 



Observées 


Hauteurs 




au gyroscope. 


exactes. 


Erreurs. 


17o50'10" 


17o50'a0" 


— O'IO" 


64o07'50" 


64ol3'50" 


— 6'00" 


54o33'50" 


54o56'20" 


— 2'50" 


45046' 10" 


43o38'50" 


-♦- 7'20'' 


54058' 10" 


54o56'20" 


-♦-rso" 


1 4o08'40" 


14o|0'30" 


- 1'50" 



Par contre, la plupart des hauteurs données par le gyroscope 
sonl tout aussi exactes que celles qu'on aurait obtenues par 
remploi ordinaire du sextant, bien qu'elles aient été prises de 
la passerelle élevée de 8 mètres au-dessus de la flottaison, où 
les mouvements du roulis sont très accentués. Du reste, ne 
pourrait-on compter que sur l'approximation indiquée par les 
plus fortes divergence (7' environ), Tinstrument rendrait encore 
de très grands services dans bien des cas. 

£n voici la description sommaire. Je renvoie pour plus de dé- 
tails à la brochure de fauteur (*) et au savant rapport de lamiral 
de Jonquières {**) où se trouve exposé l'historique du problème 
longtf-mps cherché de la déterminauon de la verticale à bord (***). 





Fig. 1. 

La pièce essentielle est une sorte de tore en cuivre (fig. 1) 
d'un diamètre de 47 millimètres et d'un poids de 174«',9, limité 



n Gyroscope collimateur. Librairie Baudoin. l'aris. 

(") Compte* rendut die l'Académie des sciences. Décembre, 1886. 

('**) Voir les figures I et II empruntées au mémoire de M. Fleuriais. 



4. — 124 — 

à sa partie supérieure par une surface plane et circulaire. Cette 
petite masse qui constitue le corps du gyroscope ou toupie est 
traversée suivant son axe de figure par une petite vis à pas très 
court (0"",44), terminée par une pointe d'acier servant de pivot. 
Ce pivot repose sur un petit godet de forme sphérique parfaite- 
ment poli et huilé, creusé à l'extrémité d'une tige d'acier fixée 
elle-même au fond d'une boite cylindrique dans laquelle le 
gyroscope peut se mouvoir librement à l'abri des courants d'air 
extérieurs. On peut régler la vis de façon à donner au centre de 
gravité du système la position convenable. Ce centre doit être 
toujours en dessous du pivot, de sorte que si la boite cylindrique 
est verticale et la toupie au repos, l'axe de celle-ci coïncide avec 
celui de la botte. 

Le fond de la boite porte un tuyau bifurqué dont les branches 
viennent, en remontant, aboutir obliquement et aux extrémités 
d'un même diamètre vers le milieu du tore, dont le pourtour 
est garni de sortes d'adents ou augets (fig. 1). Lorsque la boite 
posée sur un support spécial est mise en communication avec 
un petit soufflet, celui-ci lance dans le tuyau bifurqué un cou- 
rant d'air assez vif qui vient frapper l'intérieur des augets de 
façon à constituer un couple dont l'axe coïncide avec celui de la 
boite. On obtient ainsi, au bout de 30 à 40 secondes, un mou- 
vement de rotation rapide accusé par un son musical. On dégage 
alors la boite cylindrique de son support et on l'adapte au sextant 
derrière le petit miroir. 

La face supérieure du gyroscope porte deux lentilles plan- 
convexes, perpendiculaires à cette face et situées sur un même 
diamètre. Sur leur partie plane qui est tournée vers le centre 
est gravé un trait fin et noirci. Nous supposerons tout d'abord 
les deux traits rigoureusement à la hauteur du centre optique 
de leur lentille respective et contenus tous deux dans un même 
plan perpendiculaire à l'axe du gyroscope. Chaque trait est 
rigoureusement au foyer de l'autre lentille, de sorte que les 
rayons lumineux qui en émanent sortent de cette lentille suivant 
un faisceau parallèle au plan du gyroscope. Par conséquent, si 
ces rayons émergents sont recueillis par une lunette mise au 



*.!i 
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point sur l'infini, Timage du irait sera netlenicnl perçue. Si, de 
pluSy Tappareil est en rotation rapide, les images des deux traits 
se superposeront, et, par TefTet de la persistance des impressions 
de ia rétine, l'observateur verra distinctement une ligne droite 
continue qui sera la trace, sur le plan focal de la lunette, d'un 
plan perpendiculaire à l'axe du gyroscope et passant par le centre 
optique de l'objectif. Cette droite qui, en réalité, représente un 
plan, constitue le repère artinciel destiné à remplacer riiorizon 
de la mer. 

Les lentilles sont protégées par un chapeau mobile dans 
lequel sont pratiquées deux fenêtres permettant le passage des 
rayons lumineux; la boite cylindrique est ouverte dans le même 
but du côté de la lunette. Au milieu du chapeau est fixée une 
tige mince, prolongeant vers le haut Taxe du gyroscope, à l'aide 
de laquelle les mouvements de la toupie peuvent être surveillés 
de l'extérieur à travers le couvercle en verre de la boîte. Une 
autre fenêtre A rmée par un verre dépoli et pratiquée dans la 
paroi de la boite du côté opposé à la lunette sert à l'éclairage du 
repère. 

Le dispositif qui maintient la boite cylindrique liée au sextant 
est placé de telle sorte que lorsque l'axe de la toupie se confond 
avec celui de la boiie, le repère passe à peu près par l'axe optique 
de la lunette et coïncide avec un fil réticulaire perpendicu- 
laire au plan du limbe. Dans cette position, l'axe de la toupie 
est parallèle à ce plan et en est un peu plus éloigné que la limite 
de la partie non étamée du petit miroir. Ainsi, l'observateur peut 
voir à la fois l'image directe du repère et l'image doublement 
réfléchie d'un astre quelconque. 

Si le gyroscope tourne rapidement sans que son axe s'écarte 
de plus de deux ou trois degrés de la verticale, le repère ne sort 
pas du champ de la lunette, si l'axe de celle-ci est maintenu 
horizontal. L'axe du gyroscope décrit alors d'un mouvement con- 
tinu un cône à peu près droit autour de la verticale; c'est la 
régularité de ce mouvement qui constitue le principe de l'instru. 
ment. L'observateur, tenant son sextant immobile et vertical, 
verra le repère se déplacer dans le champ de la lunette et 



/" 
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prendre d*un mouvement continu diverses inclinaisons. D*abord 
horizontal dans la partie supérieure du champ, il descendra en 
s*inclinant vers la gauche, puis il se rapprochera de Thorizon- 
taie qu'il atteindra vers la partie inférieure du champ. Il s'incli- 
nera ensuite de Tautre côté, en remontant, pour repasser à peu 
près par sa position primitive, et ainsi de suite, suivant les 
phases du mouvement de précession. Si, au lieu de conserver le 
sextant immobile, Tobservateur Tincline de telle sorte que le 
repère coïncide constamment avec le fil du réticule, et si, visant 
à peu près dans le vertical d'un astre, il maintient en même 
temps, par un mouvement assez rapide de la vis de rappel, 
l'image doublement réfléchie de cet astre en contact avec le 
repère, le zéro du vernier marquera à chaque instant l'incli- 
naison, sur le plan repère, de la droite qui va du grand miroir à 
l'astre {*). Cet angle sera maximum ou minimum lorsque Taxe 
du gyroscope, et par suite le plan du sextant, sera parallèle au 
plan azimutal de l'astre : maximum lorsque la tige supérieure 
de la toupie sera inclinée vers l'astre, minimum dans la position 
inverse. Or, ces positions extrêmes ne peuvent échapper à l'obser- 
vateur occupé à maintenir le contact, car, à chacune d'elles, il 
lui faudra inverser le mouvement de la vis de rappel. Il peut 
donc en faire noter les heures et les lectures correspondantes, 
/^ et /j|, sur le limbe du sextant. Si Tastre étant immobile la 
toupie conservait toujours la même inclinaison, la hauteur serait 
évidemment '^^1^. Or, la toupie se redresse, lentementjl est 
vrai, mais d'une manière sensible; il faudra prendre un troi- 
sième top au maximum ou minimum suivant. La hauteur est 
alors assez approximativement représentée par 

/, -♦- 2/, -4- h 

4 ' 

(/s étant la lecture du 3* top), moyenne bien connue des astro- 
nomes. 



(*) Le mouvement qui est imprimé au sextant est une rotation alternative autour de It 
droite qui va du grand miroir k l'astre. 
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Afin d*évîter les lectures directes sur le limbe qui seraient 
fort incommodes, la vis de rappel, disposée en vis micromé- 
trique, porte des graduations visibles à distance. Il suffit de noter, 
avant Tobservalion et après avoir serré la vis de pression, à 
quelle graduation du limbe correspond une graduation arbitrai- 
rement choisie de la vis micrométrique. Un tour de vis repré- 
sentant un arc de 29' du limbe, il est facile de ramener une 
lecture de la vis à la graduation du limbe. Mais, mieux encore, 
an récent et très ingénieux perfectionnement permet à lobser- 
vateur d'effectuer lui-même chaque lecture tout en conservant 
Fcril à la lunette. Sur Tune des lentilles, L|, sont gravés, au lieu 
d*un trait unique, onze traits parallèles et espacés de telle sorte 
que chaque intervalle corresponde à un angle de dix minutes du 
limbe (par conséquent Tangle ayant son sommet au centre 
optique Gj de la lentille à trait unique et dont les côtés viennent 
aboutir à deux traits consécutifs est égal à 10'). 

Quand la position des lentilles est bien réglée, Timage du trait 
unique de l'autre lentille, Lj, se superpose, pendant la rotation, 
au trait central de la lentille L^. La superposition de ces deux 
traits constitue le repère dont il vient d*étre parlé; il est plus 
gros que les autres traits avec lesquels il ne peut être confondu 
et le procédé précédemment décrit reste à la disposition de 
Tobservateur. Mais il peut aussi opérer comme il suit : fixer le 
xéro du vernier à peu près à la graduation du limbe qui repré- 
sente la hauteur de Tastre, puis, sans toucher à la vis de rappel, 

viser dans le vertical de Tasire et 

ZZI^IIZZZZIZIZZIZZIIZ maintenir le parallélisme du fil réti- 
. culaire avec le repère. L'image ré- 

ZIUZIII^IIZZIIIIZZIIIZ fléchie de l'astre se déplace sur 
ZZZUZZZZUZZZIZII^Z l'espèce de portée musicale formée 

par l'image des traits. A un instant 
quelconque Tinclinaison de l'astre sur le plan repère est égal 
à Tangle (lu d'avance) indiqué sur le limbe par le zéro du vernier 
augmenté ou diminué du nombre de minutes indiqué, sur la 
portée^ par la distance de l'image de l'astre au trait central, 
suivant que cette image est en dessous ou en dessus de ce trait 
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(la lunelte renverse). On peut obtenir la hauteur, comme tout à 
rhcure, en appliquant la moyenne par trois aux élongations 
extrêmes. L exactitude de cette méthode dépend de la précision 
avec laquelle l'observateur saura apprécier la position de Tastre 
entre deux traits consécutifs; elle est donc théoriquement moins 
rigoureuse que la première. Par contre, elle permet à lobserva- 
teur de maintenir le sextant des deux mains, ce qui évite des 
mouvements nuisibles et épargne la fatigue. 

J*ai supposé, pour simpliGer les explications, que les centres 
optiques des lentilles étaient contenus dans le plan déterminé 
par les deux traits dont la superposition constitue le repère. Or, 
il est à peu près impossible, en pratique, de réaliser rigoureuse- 
ment cette condition. 11 en résulte une erreur instrumentale 
constante facile à expliquer. Soient C^ et C^ les centres optiques 
des lentilles, T^ et T2 les traces des traits qui forment le repère 
et AA' une droite parallèle à Taxe du gyroscope (Gg. 2). 




11 est clair que si le système tourne rapidement autour d'un 
axe parallèle à AA', il faut, pour que les images des traits se 
superposent, que chaque trait soit perpendiculaire à AA' ei, 
ensuite, que les droites, ou plus exactement les plans, T^C, et 
TiCj, déterminés respectivement par 1^ trait de lune des len- 
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tilles et le centre optique de Tautre, soient également inclinés 
sur la droite AA' {*). Par conséquent, les procédés précédem- 
ment décrits donneront Tinclinaison de l'astre, non pas sur un 
plan perpendiculaire à Taxe, mais sur le plan T^Gj ou T^iG^, 
d'où une erreur instrumentale égale à la moitié de l'angle C| AT| 
ou GaATs^ Gette collimation, une fois déterminée, doit rester 
invariable tant que les lentilles conservent la même position 
relative. Un égal déplacement dans le sens AA' n'a aucune 
influence, mais si les lentilles, dont les faces planes sont, dans la 
position normale, i peu près parallèles à cette droite, viennent à 
s'incliner, leurs inclinaisons peuvent être telles que les lignes 
C1T3 et G^T^i fassent encore le même angle avec AA' et que, par 
suite, la superposition des traits subsiste encore. Gcpendant, 
l'angle G^AT^ ou G2AT2et,par suite, la collimation,ont varié sans 
que rien dans l'apparence des traits puisse accuser ce change- 
ment. Je suis porté à croire que cet effet se produit quelquefois. 
La force centrifuge, aux très grandes vitesses (100 tours par 
seconde), sollicite les lentilles à raison de 300 grammes par 
gramme; il n'est pas étonnant que les montures un peu faibles 
fléchissent sous cet effort relativement considérable. Il sera facile 
d'y remédier. 

Avant d'aborder Tétude théorique de l'instrument, il faut con- 
naître sa masse, ses moments d'inertie et la distance de son 
centre de gravité au point de suspension. Les unités adoptées 
sont le centimètre, le gramme et la seconde ; par suite laccélé- 
ration de la pesanteur est : 

g = 980. 
Soient : 

m la masse du gyroscope. Son poids étant 1 74^%9, cette masse 

est 0,178. 

A, son moment d'inertie autour de l'axe de figure. 



n Si t esl la trace d'un trait secondaire, le dernier par exemple, l'angle TiC^t est égal 
à se. Si par une cause quelconque l'image du trait unique Tj, venait à se superposera 
etUe du trait secondaire r, la tciupic tournerait autour d'une droite parallèle à la bissec- 
trice BB' de l'angle C|BCj 'B, point de rencontre des droites C^r et CiT,). 

XII. 9 
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B|, son moment d'inertie autour d'un axe perpendiculaire au 
précédent et passant par le centre de gravité. Le gyroscope 
serait un solide de révolution sans la présence des lentilles; on 
peut admettre que Tirrégularité produite par celles-ci soit en 
partie compensée par les fenêtres pratiquées en face d'elles dans 
le chapeau. Du reste, des masses coitipensatrices fixées au cha- 
peau sur le diamètre perpendiculaire à celui des lentilles rétablis- 
sent l'égalité des moments d'inertie B^. 

r, la distance du centre de gravité à la pointe du pivot. 

B, le moment d'inertie par rapport à un axe parallèle au pré- 
cédent et passant par l'extrémité du pivot. On a : 

B = Bi -t- mr\ 

n, la vitesse de rotation par seconde autour de l'axe de figure. 
Si N est le nombre de tours par seconde, on a n = SttN (l'axe 
de la toupie étant immobile ou supposé immobile). 

Pour avoir B|, j'ai mesuré les durées T-i, Tj, Tj, ... d'oscilla- 
tion de la toupie posée sur son pivot, mais dépourvue de rota- 
tion, après avoir donné à r les valeurs Tq, Tq -h h, Tq h- 2A, ..., 
h étant la longueur (0,044) du pas de vis de la tige du pivot. 
Les équations 



/ ^ / , B, 



To— t\/ -, T| = t\/ , T,=.-.ctc. 



permettent de calculer B| et Tq. Par plusieurs séries d'observa- 
tions j'obtiens (*) : 

B, « 0,58. 

J'ai essayé, pour avoir A, de faire osciller, dans Je sens de sofi 
axe, la toupie suspendue à deux fils, comme un pendule ordi- 
naire. La difficulté de mesurer exactement la distance du point 



(*] Il aurait fallu en toute rigueur tenir compte du déplacement produit sur le centre de 
gravité par le mouvement de la vis, mais comme celle-ci ne pèse que quelques décî- 
grammes et que du reste elle n*a marché que de i^n^S environ, cette influence était né- 
gligeable. 
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d*aUache des fils à Taxe m'a empêché d'obtenir des résultats 
concordants. L*idée de la balance bifilaire m'a fourni un procédé 
plus exact. J*ai posé successivement la toupie et un disque en 
cuivre de même poids, dont il était facile de calculer le moment 
d'inertie, sur un très léger support circulaire muni de deux 
petites anses par lesquelles il était suspendu à deux longs fils 
parallèles. Le centre de la toupie ou celui du disque étant placé 
le plus exactement possible au-dessus du centre du support, 
l'appareil a été légèrement écarté, dans le sens horizontal, de sa 
position d'équilibre en agissant comme pour (ordre les fils 
ensemble. Il en est résulté des oscillations horizontales parfaite- 
ment isochrones, dont la durée a été exactement mesurée dans 
les deux cas. La persistance de ces oscillations prouvait que la 
résistance de l'air n'avait sur elles que très peu d'effet el, de plus, 
les fils étant très longs relativement à leur écartcment, le mou- 
vement en hauteur était à peu près nul. Dans ces conditions, les 
moments d'inertie de la toupie et du disque sont entre eux 
comme les carrés des durées de leurs oscillations respectives. En 
tenant compte du moment d'inertie du support, j'ai trouvé ainsi : 

A = 0,49 

La longueur de r qu'il convient d'adopter est à peu près 0,08, 
qui correspond à une durée d'oscillation de la toupie posée sur 
son pivot de 0",8. La durée du premier tour de précossion, au 
début de l'observation, est alors de 2 minutes. Une durée plus 
longue, qui pourrait être favorable (théoriquement) à la stabilité 
de l'axe, augmenterait la fatigue de l'observateur. Elle ne pourrait 
être obtenue qu'en diminuant la longueur de r, ce qui produit, 
dans le redressement, des irrégularités dont je parlerai plus 
lard en traitant la question théorique. 

La vitesse de rotation n, qui est à peu près 500 au début (elle 
peut même atteindre 600 quand la toupie est fortement lancée, 
ce qui représente à peu près 100 tours par seconde), tombe à 
SOO au bout de 4 minutes. £n prenant en moyenne n = 400, 

on a : 

mqr B 

-^ = 0,067, — = 0,002. 

A;i An 
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J ai trouvé par de nombreuses observations que le rapport de 
la dérivée n, de n par rapport au temps, à n est sensiblement 
constant. On aurait : 

- = — 0,003. 
n 

Ce rapport étant le même quand on opère avec une pointe 
aiguë ou avec une pointe mousse, on peut admettre que le frot- 
tement du pivot n*a que peu d'influence sur la diminution de n 
qui doit être attribuée presque exclusivement au frottement de 
Fair. 

Les considérations théoriques, qu'un très prochain départ ne 
me laisse pas le temps d'exposer, me conduisent à représenter 
le mouvement moyen de Taxe par les équations 

- mqr , 8 t 

* = -r-(n. — r = -c*(2), 

A" siii e 

en désignant par 6 et 6 l'inclinaison de l'axe sur la verticale et 
sa dérivée par rapport au temps; par ^^ l'angle de précession 
compté à partir d'un plan vertical de direction fixe; par ^ la dérivée 
de cet angle par rapport au temps, et par C, une constante. Le 
trait qui surmonte les symboles indique qu'il s'agit du mouve- 
ment moyen, c'est-à-dire du mouvement du vecteur^ autour 
duquel l'axe du gyroscope exécute de petites oscillations donl la 
durée esl 

= (a peu près) 0,01. 

A/i 

Ce mouvement oscillatoire ou vibratoire très rapide est 
presque imperceptible à l'œil lorsque le pivot et le godet sont en 
bon état. S'il était sensible, l'image du repère paraîtrait trem- 
blottante et trouble. C'est, au contraire, une ligne noire parfai- 
tement nette tant que la vitesse de rotation n est suffisamment 
grande. 

L'équation (2) représente une loxodromie. Si Ton suppose une 
sphère tracée autour de la pointe comme centre et accompagnant 



— 133 — 13. 

le piTOt dans son mouvement. Taxe du gyroscope dessine sur 
celte sphère une loxodromie dont le pôle est le point de ren- 
contre de la sphère et de la verticale menée par la pointe du 
pivot. 

Examinons les conséquences de Téquaiion (2); elle donne par 
rintégration 

Bq et % définissant la direction initiale de Taxe. Les angles e 
étant très petits, on peut prendre les arcs pour les tangentes et 
écrire : 

Si les inclinaisons 6 et Bq correspondent respectivement à un 
maximum et à un minimum consécutifs, on a, à très peu près, 
^ — ^Q=n. Soient 61, 62* ^3— '^^ inclinaisons correspondante 
une série de maxima et minima pour lesquels on a observé, sur 
le limbe ou sur la vis micrométrique, les lectures /|, Z,, /j, ..., 

on a : 

e,-=e,e-*^ 85 = 6,6-'*^ 04= •etc. 

e, ^e, = e,(i -*- e-"^), 8,-4-65= e,c— ^(i -^c-*^) 

8, -^ e, \ 



Or, 



(8, -+- 8,) -f- (8, -^85) 1 H- e 



~tx 



= K. 



/, — collimation = hauteur de l'objet -*- B| 
/, — - id. = id. — 84 

/j — id. = id. -4^ Bj 

/i 

en supposant que la série commence par un maximum. Donc 

/, — /,== 8, -f-e,, /,- /, = ©, 4-8,, 

8, -4-8, /, — /, 1 



8, -«- 8, -H 8, -♦- 8., (/, - it) -4- (k — /f) < -^ e 



Z7i = K. (3) 



Par conséquent, le rapport (3) doit être constant dans une 
même série, c'est ce que de nombreuses expériences vérifient. 
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En voici une représentée dans le tableau ci-après : la première 
colonne indique les heures des maxima et minima; la seconde, 
les lectures correspondantes sur la vis micrométrique; la troi- 
sième, la différence de ces lectures; la quatrième, le rapport K 
calculé par la formule (3); la cinquième, les moyennes par 
trois, *'^ 4*^ '. Chaque nombre représente, sur la graduation 
de la vis micrométrique, la hauteur de Tobjet observé (qui est 
ici rhorizon de la mer) augmentée de la collimation. Autrement 
dit, pour avoir la hauteur augmentée de la collimation, il suffît 
de lire sur le limbe langle qui correspond à la graduation de la 
vis micrométrique, indiqué dans la colonne V. La méthode de la 
moyenne par trois n*est qu'approximative, mais elle est indé- 
pendante de la loi du redressement. On peut lui substituer avan- 
tageusement un autre procédé basé sur la constance de K (dans 
la même série). On a, d'après les équations ci-dessus, 

H, -¥- H, 

hauteur -+- collim. = /, — B| = /i = ^ — K.(/, — /j) 

= /,-*-«(/, — /.) 

Les nombres inscrits dans la colonne VI sont les résultats de 
ces formules. 

La colonne Vil indique approximativement la valeur moyenne 
de n calculée d'après la formule 

mqr 
An 

/i et ^3 représentant les époques de deux maxima ou de deux 
minima consécutifs. 

La valeur de n ainsi obtenue (*) correspond à peu près à 
Theure intermédiaire (2. La colonne VIII donne le rapport -^ 



(•) Cette Taleur est d'accord avec celle que M. Fleuriais a irouTée direclemenl à l'aide 
d'un diapason. Voir Comptes rendus de l'Académie des sciences. Avrii 4886. 



0^ 
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La IX* indique en degrés et minutes Tinclinaison 6» correspond 
dant è chaque heure. Elle est obtenue en admettant que la 
moyenne des trois premiers nombres de la VI" colonne repré- 
sente la lecture correspondant à la verticalité de Taxe. Les nom- 
bres de cette IX'' colonne sont les différences exprimées en 
degrés et minutes de cette moyenne aux lectures contenues dans 
la I^ colonne. L*inclinaison initiale qui, dans la pratique, ne 
dépasse généralement pas un degré, est id très fortement exa- 
gérée; mais la constance de K nVn est que mieux marquée. 

On aurait pu prendre comme lecture correspondant à la 
verticalité de Taxe la moyenne de tous les nombres de la 
colonne VI, mais il vaut mieux s'en tenir systématiquement aux 
deux ou trois premiers auxquels correspondent de fortes valeurs 
de n et qui, par suite, sont probablement plus exacts. 
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• 
Il importe peu d*avoir exactement les valeurs de n et de ^^ 

aussi ces nombres grossièrement calculés ne sont donnés qu*à 
titre de renseignement. C*est sur la constance de K, coefficient 
relatif au redressement, qu*il convient surtout dinsister. Si le 
pivot ne s'usait pas, ce coefficient pourrait être considéré 
comme une constante absolue, du moins pour une même valeur 
de r, ou, ce qui revient au même, pour une même durée d'oscil- 
lation de la toupie. Sa valeur étant calculée une fois pour toutes, 
on obtiendrait la hauteur par deux tops seulement comme le 
propose M. Fleuriais. Malheureusement, le pivot se détériore 
assez vite s'il n'est pas très bien trempé, et son aplatissement 
influe beaucoup sur la valeur de K; il en détruit même la con- 
stance, dans une même série, lorsque r est petit. Je ne doute 
pas, cependant, que l'influence des défauts du pivot devienne 
insensible sur le redressement d'un gyroscope beaucoup plus 
grand dont la construction est actuellement décidée, et alors la 
valeur de K étant suffisamment constante, l'observation de la 
hauteur pourra se réduire à deux tops, ce qui sera évidemment 
très avantageux. 

Avec le modèle qui est entre mes mains, K diminue assez sen- 
siblement lorsque r augmente. Cette variation pourrait être 
attribuée soit è un défaut d'équilibrage, soit à un défaut de cen- 
trage du pivot. Mais la justiGcation de cette manière de voir 
m'entraînerait à des considérations théoriques que je ne puis 
développer aujourd'hui. 

Je ne cite que pour mémoire les expériences suivantes ayant 
pour but d'étudier les effets d'un défaut d'équilibrage. 

Suppoions que sur la toupie parfaitement centrée et équi- 
librée on fixe, en dehors de l'axe et dans le plan passant par 
Taxe de figure et le diamètre sur lequel les lentilles sont placées, 
une masse m' assez petite pour qu'on puisse la considérer 
comme on point mathématique. La position de ce point est 
déierminét par A, sa distance, mesurée suivant l'axe, au rentre 
de griTiléG de la toupie, et /, sa distance à Taxe. 

Le Dcaveau centre de gravité, G|, est k une petite distance 
^^^ V k^ -f- P de G sur la droite qui joint G à m'. L'axe 
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principal d'inertie le plus voisin de Taxe de figure, relatif au 
nouveau centre de gravité Gj (y compris la niasse m'), fait avec 
Taxe de la toupie un angle, t, donné par Téquation 



^•-/A 



m -+- m 
Igr2. = 2 -, .... (4) 

m -^ m 

Je place une masso m' pesant 2 grammes sous le chapeau à 
une hauteur h = O^^jO au-dessus de G et à la distance / = 0°°*,9 
de Taxe. En prônant les valeurs précédemment trouvées, la for- 
mule (4) donne t = 50',4. Si la toupie ainsi lestée est mise en 
rotation, on constate (|iie le trait unique de la lentille Ls,'qui 
avant Taddition de la masse m' coïncidait avec le trait central de 
la lentille L|, se superpose maintenant, à très peu prés, au trait 
secondaire extrême qui indique un angle de 50'. 

D'après la formule (4) Tangle t est nul, et, par suite. Taxe 
d'inertie I est parallèle à Taxe de figure, lorsque h est nul. Je 
place la masse m dans le creux de Tauget situé sous Tune des 
lentilles, c'est-à-dire à peu près exactement à la hauteur du 
centre de gravité. Dépourvue de rotation, la toupie incline très 
fortement du côté du poids additionnel ; mais si on la fait tourner, 
l'image du trait unique se fixe à sa place normale, au milieu des 
traits multiples. Le même poids placé sur le chapeau, plus loin 
en hauteur du centre de gravité, mais beaucoup plus près de 
Taxe, donne à la toupie immobile une inclinaison bien moins 
forte; par contre, la déviation du repère dépasse 2** lorsque l'appa- 
reil est mis en rotation (*). 

Laissant de côté, pour le moment, les causes et les consé- 
quences théoriques de ces faits, on peut en tirer les conclusions 
pratiques suivantes : 

Supposons que par le procédé indiqué par M. Fleuriais 
(p. 47, § 30, de la brochure) on ait rectifié les lentilles de telle 



(') Voir à la fin de la â* partie d'autres expériences du même genre. 
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sorte que les traits soient perpendiculaires à Taxe du gyroscope 
et que cet axe soit parallèle à la bissectrice AA' de l'angle 
C|AG<| (fig. 2). Si, la toupie étant mise en rotation, on constate 
que la coïncidence des images des traits T^ et T^ n*a pas lieu, 
on peut conclure à un défaut de symétrie dans le sens des len- 
tilles. Si les traits paraissent troubles, le défaut doit exister dans 
le sens perpendiculaire. 

Enfin, la dernière expérience fait voir qu*il est avantageux de 
ramener autant que possible les poids principaux à la hauteur 
du eentre de gravité; il convient donc de diminuer le plus 
possible le poids du chapeau. 

J*espèrc pouvoir développer plus tard les considérations théo- 
riques qui conduisent aux résultats qui viennent d*étre constatés. 
Je voudrais seulement faire remarquer, en terminant, que la 
stabilité de la toupie, malgré les roulis, s'explique par la lenteur 
de son mouvement. En eiïet, les deux phases opposées d'une 
oscillation du navire, qui se succèdent le plus souvent à un inter- 
valle de six secondes, trouvent Taxe de la toupie dans des posi- 
tions très voisines et doivent produire sur lui des effets inverses 
qui se compensent en grande partie. Cette compensation doit 
être d'autant plus parfaite que les roulis sont plus courts, puis- 
que les deux positions de Taxe, aux phases opposées du roulis, 
sont encore plus rapprochées. 

J'en ai fait, du reste, Texpérience en observant la hauteur 
méridienne, en rade de Rio-Janeiro, dans la plus petite embar- 
cation du bord, le youyou, secoué par un assez vif clapotis. La 
toupie m*a donné la hauteur du soleil à V près, tout aussi exac- 
tement qu'à bord du Niger par beau temps. 
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SECONDE PARTIE 




Afin d*abréger les calculs, je vais employer la notation des 
quaternions telle qu*elle est donnée dans Touvrage de M. le pro- 
fesseur Tait (*) ; j'en rappelle^ brièvement les conventions 
essentielles. 

Soient OA=a, OB = P, deux vecteurs issus du point 0. 

On a : 

OA = — AO 

Ta (tenseur de a) == longueur OA. 
Va (unitaire de a) = un vecteur ayant une lon- 
gueur égale à Tunité, dirigé dans le même sens 
que a. 

OA H- OB = a H- (3 «=- la diagonale, OC, du 
parallélogramme construit sur OA et OB. 
OA — OB = a — (3 = la diagonale BA. 
Sa(3 (S, scalar) = — Ta . T(3 . cos AOB = S(3a. 
Sa(3 est nul lorsque a et ^ sont perpendiculaires. 
Va(3 (V, vectorielle) = — V(3a =« un vecteur, y, perpendicu- 
laire au plan AOB et dirigé de telle sorte qu'un observateur 
couché le long de (3, la téle vers B, et regardant a, voie le vec- 
teur y à sa gauche. La longueur de y est Ta . T(3 . sin AOB. Va^ 
est nul lorsque a et (3 sont parallèles. 

Le quaternion a[3 (a multiplié par (3) = Sa[3 -h Va^, se 
réduit à sa partie vectorielle quand a et (3 sont perpendiculaires. 
Si, de plus, (3 est unitaire, la multiplication de a par [3 consiste 
à faire tourner a, de 90"" et de droite à gauche, autour de [3. 

Une rotation de droite à gauche (sinistrorsum) est positive ; 
une rotation dextrorsnm, négative. 

Si un vecteur a est parallèle à Taxe d'un couple et Ta égal à 
son moment, ce couple sera représenté par + a, ou simplement 
par a, si les forces agissent de droite à gauche pour l'observateur 

(*) Traduit par M. Plarr. Gauthier- Villars. 
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placé suivant a (les pieds vers lorigine de a), et par — a dans le 
cas contraire. 

Les lettres grecques, à Texception de tt, d, 6 et <//, représente- 
ront des vecteurs; les autres des quantités réelles. 

Un point surmontant une lettre signifie une dérivée première 
par rapport au temps ; deux points, une dérivée seconde. 

Je rappelle aussi les formules des transformations suivantes 
qui seront les seules employées : 

SaVpr = Sa(3r = Syap = S^ya = — S^ay = — Sy^oL = — Sar|3 , 

Sa^y est égal, au signe près, à six fois le volume de la pyra- 
mide construite sur les trois vecteurs a, p, y. Il est nul si ces 
vecteurs sont coplanaires. 

Considérons le gyroscope comme un solide de révolution par- 
faitement centré et équilibré autour de son axe de Ggure passant 
par Textrémité, 0, du pivot et par le centre de gravité G. 

Soient : 

OM = p, un vecteur unitaire issu de et 
passant par le point G; le vecteur de ce point 
est, par suite, rp, r étant la longueur OG. 

OA = a, un vecteur unitaire dirigé sui- 
vant la verticale descendante. 

6, Tangle AOM, et^, Fangle du plan AOM 
avec un plan vertical Gxe arbitrairement 
choisi. L*angle ^ est compté positivement (de 
droite à gauche) pour un observateur debout sur le godet; par 
conséquent, la vitesse de précession, ij;, doit être comptée positi- 
vement dans le sens Vap. 

Soit N le nombre de fois qu'un même point du gyroscope 
traverse la partie du plan AOM, située en dessous de Taxe, en 
une seconde. Si ce plan était immobile, la rotation autour de p 
aurait la vitesse SniV. D'après la disposition des augets, cette 
rotation est positive pour l'observateur place suivant p (la tète 
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vers M). Gomme ce plan tourne autour de a avec la vitesse 
angulaire — v{/, la rotation absolue autour de p est 

2tN — 'P cosB = n; 

elle est représentée par le vecteur np. La précession -^ étant très 
petite relativement à 27rN, ^ représente à très peu près le 
nombre de tours par seconde. 

Rapportons le mouvement à un système d*axes dont le point O 
serait lorigine et qui se déplaceraient avec ce point en conser- 
vant une direction fixe dans l'espace. 

Le vecteur p représente en grandeur et en direction la vitesse 
du point M; il est perpendiculaire à p, puisque la longueur de p 
est égale à Tunité. Soit v la vÀleur absolue de cette vitesse, on 
a Tp = V. Si OM et OM' représentent deux positions infiniment 

rapprochées du vecteur p, on a 

Vecteur MM' = p.d^ longueur MM' = V.dt 

Puisque Tp = I, t; représente aussi la vi- 
tesse du déplacement angulaire du vecteur p. 
Ce déplacement, pendant Tunité de temps, 
équivaut à une rotation positive d'ampli- 
tude V autour d'un axe dirigé suivant le vec- 
teur Vpp. La longueur de ce vecteur étant v, cette rotation est 
représentée en grandeur et en direction par Vpp. Le mouvement 
du gyroscope, relativement aux axes adoptés, résulte des deux 
rotations np et Vpp ; Taxe instantané de rotation est donc repré- 
senté en grandeur et en direction par le vecteur 

lîp -+- Vpp. 

La vilcsse angulaire autour de cet axe est 

Tiijp + Vpp) = [— (wp ^ Vpp)*]« = (n' -f- v')\ 

. 

Comme T(Vpp) = v est très petit auprès de n. Taxe instantané 

est très voisin de Taxe de figure. 

Le moment résulrant des quantités de mouvement autour 
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deO est évidemment représenté en grandeur et en direction par 
le vecieur 

Anp -♦- BVpp 

très peu différent de Anp. 

Les forces qui agissent sur le gyroscope soustrait à Taction de 
la soufflerie sont : 

La pesanteur, appliquée au point G, qui donne, autour du 
point 0, le couple 

La résistance de Pair, qui n'agit guère que pour retarder la 

rotation n, le déplacement de Taxe étant très lent; elle donne le 

couple 

-Fp, 

dont le moment, F, augmente avec le diamètre extérieur si le frot- 
tement de Tair est proportionnel à la vitesse linéaire des points 
situés sur le contour extérieur; F est proportionnel au produit 
de n par le carré du rayon. 

Si le pivot est parfaitement aigu et le godet parfaitement poli, il 
n'y a pas d'autres forces donnant un couple autour du point (*). 
Mais les pointes aiguës s'émoussent assez vite ; le godet, quelque 
poli qu'il soit, ne peut manquer de présenter des aspérités pro- 
duites, pour le moins, par la présence de quelques grains de 
poussière et, par suite, le contact doit se faire sur plusieurs points 
à la fois. Il en résulte des couples s'opposant, d'une part, à la rota- 
tion n et, d'autre part, au mouvement angulaire de l'axe, c'est-à- 
dire à la vitesse p. 

Supposons que le pivot, terminé par un très petit cercle de 
centre 0, perpendiculaire à l'axe, se maintienne toujours assez 
près du fond du godet pour qu'on puisse le considérer comme 
reposant sur un plan horizontal. L'inclinaison de la toupie ne 
dépassant pas trois degrés, il est probable que les points de con- 
tact seront répartis sur toute la surface du petit cercle. Si l'axe 



(•) Voir la note relative à l'effet de la rotation de la terre. 
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de la toupie restail immobile, le seul couple à considérer pro- 
viendrait du frottement qui contrarie la rotation n. Son axe serait 
parallèle à p et son moment proportionnel à la pression normale, 
laquelle est à peu prés égale au poids et au diamètre du petit 
cercle. II serait représenté par 

le coefficient f^y toujours positif, dépendant de Tétat des surfaces 
et augmentant avec Tépaisseur de la pointe. 

Le déplacement angulaire de Taxe rencontre des résistances 
d'un autre genre que j*explique ainsi : le redressement de la 
toupie étant très lent et le mouvement vibratoire presque imper- 
ceptible, le déplacement de Taxe provient surtout du mouvement 
de précession. Soit ABCD le petit cercle vu d*en haut, A son 
point de contact géométrique avec le godet et le point G indi- 
quant la position du centre de gravité. Le poids du gyroscope est 
réparti sur les divers points du cercle qui touchent à des aspé- 
rités, mais les réactions que ces points supportent sont, en 

moyenne, plus fortes sur la partie 
ve3^^fl^ gauche, ABC, que sur la partie 

\^^^y^ droite, ADC, parce que la précession 

donne, suivant le diamètre AG, une 
composante qui presse ABC contre le 
godet et relève ADC. Cette compo- 
sante augmentant avec Tinclinaison, 
TefTet produit doit augmenter en même 
temps et, par suite, il y aura autour 
de AC un couple résistant dont le 
moment augmente avec Tangle 9. La rotation n y contribue 
peut-être en accumulant sous la partie ABC des particules entraî- 
nées par ce mouvement rapide. 

La rotation autour de AC doit encore éprouver une résistance 
différente, qui pourrait être relativement très forte si le godet 
était rugueux et le bord du petit cercle très coupant. Dans ce 
cas, la partie du pivot voisine de A pénétrerait entre les rugo- 
sités, et cette pénétration, d'autant plus profonde que la toupie 




— tngftp -f- mgfVpWap. 

On verra plus tard que cette appréciation est d*accord avec les 
faits observés. 

Si cependant Teffet de pénétration dont il vient d être parlé 
. était prépondérant, ce que je crois probable lorsque la pointe 
est aplatie par Tusure, le couple résistant autour de AC devrait 
être considéré comme proportionnel à Tinclinaison du petit 
cercle de base sur le plan tangent au godet. Si la normale au 
point de contact avait une direction, X, sensiblement écartée de 
la verticale, il faudrait, je pense, remplacer le couple mgfVfjVap 
par 7ngfVp\),p. 

Supposons d'abord le pivot immobile. Pour avoir Téquation 
du mouvement, il suifit d'écrire que la vitesse de l'extrémité du 
vecteur représentant le mouvement résultant, autour de 0, des 
quantités de mouvement est égale en grandeur et en direction 
h Taxe du couple résultant des forces, autour du même point. 
XII. iO 
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serait plus lourde et le petit cercle plus incliné sur la surface du 
godet, s'étendrait d'autant plus loin du point A sur la circonfé- 
rence que le rayon de celle-ci serait grand. Il en résulterait 
encore, autour de AC, un couple augmentant avec le poids de 
la toupie, avec son inclinaison et avec l'épaisseur de la pointe. 
Si le pivot est terminé par une surface arrondie, tous ces effets 
subsistent, mais atténués. En un de compte, j'admets qu'il existe 
autour de AC un couple résistant dont le moment est mgfsin 6, 
le coefficient f variant avec Tétat des surfaces en contact et 
augmentant avec l'épaisseur de la pointe; il est représenté par 

ce couple est évidemment très petit. Le redressement doit pro- 
duire un couple du même ordre dont l'axe aurait la direction 
dzVap. Il s'ajouterait au couple de la pesanteur, auprès duquel { 

il n'aurait que peu d'effet; je n'en tiens pas compte. J'estime 
donc que la non-acuïté de la pointe produit le couple 



I 
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On a 
d 



dt 



[Awp -+- BV/)^] = m^rVap -h mgfSçiWoL^ — (F -♦- mgfi)^. (I) 



Si le point est animé d'une accélération /ix, il faut appliquer 
à chaque niasse élémentaire, dm, du système la force apparente 

— om/ui, laquelle donne autour de 0, en désignant par y le vec- 
teur issu de ce point de la masse dm, le moment — YSmiiy. 
Le moment résultant de toutes ces forces apparentes partielles 
sera 

— "EtW^liy = — Wfjc [Lâmy) = — mrV/ap , 

puisque rp étant le vecteur du centre de gravité,on a 2dmt;=fîirp. 
Il faut rajouter au second membre de (1) pour avoir réquation 
générale 

— [Anp -4- BVppJ=W5frVap -h mgfV^Wa^ — (F -t- mjf/*,)^ — mr\fjL^ (2) 

La différentiation effectuée au premier membre donne 

• • . . 

knp -t- Awp -H BVpp, 

parce que — Vpp= Vp/o -+- pp et \^^ = 0. 1 

Opérant par Sp. x> il vient, puisque toutes les vectorielles sont 
perpendiculaires à p et que Spp = 0, 

- A;i = F ^ mgl\ (3) 

Par conséquent, si le gyroscope tournait dans le vide sur une 
pointe aiguë, la rotation n serait constante. 

En tenant compte de (3), l'équation (2) devient 

B .. mqr mqf mr 

L'accélération p de l'extrémité du pivot est fort complexe. 
Elle résulte des mouvements que le pivot prendrait sur le godet 
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si le sextant était immobile et de ceux qui sont imprimés au 
sextant par la main de Tobservateur ou par les roulis du navire; 
ces derniers constituent les principales causes perturbatrices. 
L'équation (4) montre qu'elles sont multipliées par le très petit 
facteur ^ égal à peu près à 0,00008 ; ceci rend compte immé- 
diatement de la stabilité de la toupie pendant les roulis. Cette 
stabilité augmente, du reste, à mesure que ^ diminue, et il est 
avantageux de donner à ce facteur la plus petite valeur que per- 
mettent les circonstances. Nous avons remarqué déjà que les 
accélérations du roulis changeant de sens toutes les six secondes, 
leurs effets se neutralisent en partie;' Taxe se comporte donc, en 
moyenne, comme si le sextant était immobile. 

On voit aussi que Taxe p étant très voisin de la verticale, les 
accélérations de sens vertical n'auront que très peu d'effet. 

Opérons sur (4) par Vp. x , il vient, en tenant compte que 
Spp = 0, 

Sviqr , mal . mr .. 
FP = -g- ^? B~ • P b" ^^ ' 

et en intégrant 



Sa (p — po) — I «<Spap — / dmfip , 



On a : 

/} = — V , po V„ 

(Vq étant la vitesse initiale), 

• . ... •• -- 

Spotp =» — sin' dj», S/up = — vl/jL ces (Up) (U/u), 

et réquation précédente traduite en notation ordinaire donne 

2iwgr 2m«r f' 
ÎH -— (cosô — cosôo) -— / / sin'e^rf/, 



V «= VÔ -♦- 



2»ir X'' 
— / V (Tii) cos (Up) (Uu) rff . . . . (5) 



C'est l'équation des forces vives. Elle ne contient pas n expli- 
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On a 
d 



dt 



[Awp -+- BV/))?] = mgrWa^ -+- mgfSpWoL^ — (F -♦- mgf^)^. (I) 



Si le point est animé d'une accélération jul, il faut appliquer 
à chaque niasse élémentaire, $m, du système la force apparente 

— om/ui, laquelle donne autour de 0, en désignant par y le vec- 
teur issu de ce point de la masse $m, le moment — \Smixy. 
Le moment résultant de toutes ces forces apparentes partielles 
sera 

— SVf^WfAr = — Vyu [Lâfny) = — mrWfi^, 

puisque rp étant le vecteur du centrede gravité,on a ldmv='mrp. 
Il faut l'ajouter au second membre de (1) pour avoir Téquation 
générale 

— [Anp -4-BVpp]=W5frVap -h mgfV^Wa^ — (F -t- fwjf/ijp — mrVyup (2) 

La différentiation effectuée au premier membre donne 

• • . . 

Anp -+- Awp -H BVpp, 

(cf. •• •• *. \ 

parce que —- Vpp= \pp ■+- pp et Vpp = 0. 1 

Opérant par Sp. x> il vient, puisque toutes les vectorielles sont 
perpendiculaires à p et que Spp = 0, 

- An = F ^ mg/\ (3) 

Par conséquent, si le gyroscope tournait dans le vide sur une 
pointe aiguë, la rotation n serait constante. 

En tenant compte de (3), Téquation (2) devient 

B .. mqr mqf mr .. 

f -^ _ V^f = -^ V«f -H -^ VpVap - — V^p . . 4 
An An An An 

L'accélération p de l'extrémité du pivot est fort complexe. 
Elle résulte des mouvements que le pivot prendrait sur le godet 
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si le sextant était immobile et de ceux qui sont imprimés au 
sextant par la main de Tobservateur ou par les roulis du navire; 
ces derniers constituent les principales causes perturbatrices. 
L'équation (4) montre qu'elles sont multipliées par le très petit 
facteur ^ égal à peu près à 0,00008 ; ceci rend compte immé- 
diatement de la stabilité de la toupie pendant les roulis. Cette 
stabilité augmente, du reste, à mesure que ^ diminue^ et il est 
avantageux de donner à ce facteur la plus petite valeur que per- 
mettent les circonstances. Nous avons remarqué déjà que les 
accélérations du roulis changeant de sens toutes les six secondes, 
leurs effets se neutralisent en partie;' Taxe se comporte donc, en 
moyenne, comme si le sextant était immobile. 

On voit aussi que Taxe p étant très voisin de la verticale, les 
accélérations de sens vertical n'auront que très peu d'effet. 

Opérons sur (4) par Vp. x, il vient, en tenant compte que . 
Spp = 0, 

Smqr . ma/ . tnr .. 
F P = -^ ^? jg- ^P«P b" ^P ' 

et en intégrant 
. "Imgr 



? = Po - 

On a : 



— Sa(p — po) R~"/ ^^SP'^P g-"/ ^^^f^py 



p = — V 1 po 'o 

(Vq étant la vitesse initiale), 

Spotp = — sin* 6ip, S/up = — vT/u. ces (Up) (U/u), 

et réquation précédente traduite en notation ordinaire donne 

2iwgr 2wgr z^' 
r'c= vj H _(cosô — cosôo) -— / / sin'0«pa/, 



g-/ V (Tii) ces (Up) (U^) rf( .... (5) 



C'est l'équation des forces vives. Elle ne contient pas n expli- 
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citement; ce serait, à Texclusion du terme en f^ réquation des 
forces vives du pendule composé constitué par la toupie dé- 
pourvue de rotation et oscillant sur son pivot, si ce pivot était 
animé de Taccélération [t., les conditions initiales étant, du reste, 
les mêmes. Le terme en /", qui provient d'un couple résistant, ne 
peut produire qu'une perte d'énergie et^ par suite, Taxe du 
gyroscope aura une vitesse inférieure à la plus grande vitesse 
que peut prendre ce pendule. Comme Tinclinaison initiale est 
petite, on peut admettre que t; sera petit si la vitesse initiale t7o 
est faible. Or, pendant la mise en marche^ Taxe de la boite cylin- 
drique, c'est-à-dire celui du couple moteur, et Taxe du gyroscope, 
s'écartant peu de la verticale, l'énergie dépensée par la soufflerie 
est presque entièrement emmagasinée dans la rotation n et ne 
peut produire que peu d'effet sur la vitesse v. On peut faire, du 

reste, l'expérience suivante, à terre 
ou en rade, le navire étant tran- 
quille : caler la boite cylindrique 
dans une position oblique, puis 
marquer sur son couvercle le point 
V, o\\ vient aboutir la verticale 
passant par le pivot; ce point est 
indiqué par la tige supérieure de 
la toupie au repos. Quand la souf- 
flerie a agi pendant quelques secondes, la tige vient se fixer 
au-dessous d'un point E, placé comme dans la figure où les 
flèches extérieures indiquent le sens du courant d'air moteur. 
Si on cesse un instant de souffler, la lige prend autour de V 
son mouvement de précession indiqué parla petite flèche; quel- 
ques coups de soufflet la ramènent ensuite au point E ou dans 
une position voisine. On peut donc admettre qu'à l'instant ini- 
tial, c'est-à-dire au moment où la soufflerie cesse, l'axe du 
gyroscope est à peu près immobile et considérer la vitesse initiale 
comme nulle ou du moins assez petite pour que son carré et 
son produit par sin 9 soient négligeables. 

La vitesse t; est donc petite. On peut lui assigner une limite 
précise si le pivot est aigu et immobile. Dans ce cas, les termes 
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en fei en yL disparaissent des équations précédentes et celle des 

forces vives donne 

2mûfr 

v' = — ^^ (cos ô — ces «o)- 
B 

Opérant sur (1) par Sa.x, il vient 

^ . B .• 

Sap -♦- — Sapp = 0, 

€t en intégrant 

B , . /" B « . ^ 

Sx(û — |0o) H Sapp -♦- / Sapp . (Il = 0. 

kn J Ann 



OU bien 

B . /*' B n 

cos 6 — COS «0 == — siii' e^ -«- / siii'tf<f/ . dt. 

An t/ Aw n 



Comme - est positif et ^ négatif, le deuxième terme est négatif 

et on a 

B 

cos s — cos 00 < — sin' ôf 

An 

cos 9 — cos Ôq est, du reste, toujours positif comme l'indique 
réquation des forces vives. On a donc 

v* < — -- sin' 6-p < — ^ V sm a , 
A /i An 

puisque sin 6<{; < v, et, par conséquent, 

V < — ^ sin 0. 
An 

Pour 9«= 5* et n == 400, la limite de t; serait 0,005, environ. 

Eu considérant que les effets du roulis se compensent en 
partie et que la non-acuité de la pointe entraine une perle de 
force vive, on peut admettre que cette limite est applicable au 
cas général. 



30. — iSO — 

Posons 

B 

Pi = P -^ 7-^ PP (7) 

An 

Le vecteur p^ est Thypoténuse d'un triangle reciangle dont un 
des côtés, p, a pour longueur l'unité; l'autre côté ^Vpp a pour 
longueur ^ < 0,005.^, soit à peu près 0,000 01. L'angle que 
font entre eux les vecteurs p et p^ est plus petit que 

arc tang 0,0000 15 soit environ 3". 

Les deux vecteurs p et p( se confondent à très peu près. Éle- 
vant (7) au carré, on a 

On peut donc considérer p^ comme un vecteur unitaire. 
On a 

B .. fi 71 • 

Pi = P -^ — V /jp — — - V /}p. 
An An H 

La fraction } est à peu près égale à 0,003; on peut la consi- 

n 

dérer comme du même ordre que - . Le dernier terme est, par 

^It;. Si dans l'équation (4) on remplace 
p par Pi — ^,Vpp, on aura à des termes près de l'ordre ^^^ 

mgr miff mr .. 

p, = - — Vap, -h —^ Vp.Vap, — — W/xpi ... (8) 
Am An An 

Parmi les termes négligés, ceux qui contiennent /*sont évidem- 
ment très petits; celui qui contient fx est plus petit que celui qui 
contient g, car les accélérations du roulis sont bien inférieures à 
celle de la pesanteur. Le plus grand des termes négligés est 

donc '^Ân^^^PP ^^^^ '^ longueur est inférieure à ~ â^»^'^^^* 
à-dire inférieure à 0,000 000 7. Si donc la direction du vec- 
teur représenté par ce terme était toujours la même relativement 
à pf (par exemple s'il conservait toujours la direction Voipi), son 
influence sur la position de p^ ne serait, au bout de cinq 
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minutes, que 0,000 000 7 x 300 = 0,000 21 ; cVsià peine un are 
de r. La suppression de ce terme et a fortiori celle des autres 
est donc légitime, et (8) représente bien Téquation du mouve- 
ment du vecteur pi, c'est-à-dire celle du mouvement visible de 
Taxe du gyroscope. 

Le vecteur p^ pouvant être considéré comme unitaire, on a en 
désignant respectivement par 0^ et «f^ son inclinaison et son angle 
de précision. 

sin 61 
Si le pivot était immobile, on aurait par (8) 

i.=7r,Ji-=_7/- (9, 

An sin di An 



d'où 



• • A r 

^1 sni d( ' 



(10) 



L'équation (iO) exprime que la courbe qui serait tracée par 
l'extrémité du vecteur p^ sur la sphère-unité ayant son centre 
en 0, ferait avec les méridiens verticaux qu'elle couperait sur 
cette sphère un angle dont la tangente serait '- ; le signe négatif 
exprime que cet angle serait aigu du côté du pôle inférieur. Si f 
est constant, cette courbe est une loxodromie, ce qui serait 
d'accord avec la constance précédemment constatée du coeffi- 
cient K. La constance de f, que j'admets pour le moment, sera 
soumise ultérieurement à un autre examen. 

Remarquons, en passant, que PefTet du dernier terme de (8) 
est de donner à la vitesse angulaire de Taxe une composante 
perpendiculaire à la direction de [/., ce qui est conforme à une 
propriété bien connue des gyroscopes. La méthode de maxima 
et mînima sera d'autant plus exacte que l'axe sera moins dévié, 
dans le sens du redressement, au moment de ces phases 
extrêmes. Par conséquent, si le navire roule, il sera avantageux, 
pour vérifier la collimation par l'observation de l'horizon, de 
viser dans le sens perpendiculaire à la quille. Pour la même 
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raison, il faudrait viser dans le sens longitudinal si le navire 
langue. 

Examinons le mouvement de plus près dans le cas où raccélé- 
raiion du pivot serait nulle ou négligeable. 

Posons 

ô 

sm6 
et par suite 

Les valeurs de x et de y sont de Tordre -^'. On a 

Vpp «= — xS fiWaip -A- y\aLp<t 

• • • • • • • 

Vpp = — xVpVa/o "+- y Vap — X [VpVa/3 -+- VpVap] -I- yVap. 

L'expression entre crochets est égale à 

pSap -♦- pSa/5. 

Si on remplace dans cette expression et dans le dernier terme p 
par sa valeur en x et en y, on aura des termes en x*, y* et 
xy sin 9 qui portés dans (1) donneront des termes en ^^ que 
je néglige. L'équation (1) devient 



( 



B N / H •\ w«/* mqf 

Kh I \ An J An Xn 



qui équivaut aux deux suivantes 



JT 



B . iwyr B . maT 

—-n=z . w X = 

An-' An '' An An 



En considérant la rotation n comme constante on obtient sans 

peine 

mqr An An 

X = ^ = — ' h a siii -—(-+- 6 cos — / , 

An a B , , 

^. . (il) 
ô mfjf An An l 

y = : — =- -- H- tt (OS — / — h sin — t. ] 

^ sin ô An B B 
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les coDStantes a et 6 devant être déterminées par les valeurs des 
composantes de la vitesse initiale; on voit qu'à Tapproximation 
que comportent ces équations, la vitesse initiale n'affecte pas les 
premiers termes ^ et î^ qui représentent le mouvement 
moyen déjà trouvé (9). Les deux derniers termes représentent 
un mouvement oscillatoire ou vibratoire dont la durée très courte 
est -j^, soit à peu près un centième de seconde, pendant 
laquelle n n'a pas sensiblement varié. 

Si le gyroscope tourne dans le vide sur une pointe obsolu- 
ment aiguë, n est véritablement une constante, et si la vitesse 
initiale est nulle, (11) devient 



wf/r/ 



An 



/ An \ ô mqr .An ,.^, 

i_cos — (, — -: — ==JLs\n — t. (12) 

\ B / sinfl An B ^ ^ 



Ce sont bien les équations connues de la toupie, à cette diffé- 
rence près qu'ici le centre de gravité est en dessous du pivot. 

L'amplitude du mouvement vibratoire est à peu près 
-j^'^sinG; ce mouvement est à peine visible; son amplitude 
est l'angle de Z" précédemment trouvé qui représente le plus 
grand écart entre les vecteurs p et pi. Si ce mouvement était 
sensible l'image du repère manquerait de netteté; c'est au con- 
traire une ligne noire parfaitement définie. 

J'îai supposé le pivot immobile; voyons si cette hypothèse est 
admissible lorsque le sextant est immobile. Calculons la pression 
qu'un pivot aigu et immobile exerce sur le godet. Soit tt, en 
grandeur et direction, la réaction du godet. Puisque la pointe 

m m 

du pivot ne bouge pas, l'accélération du centre de gravité est rp. 
On a donc 

mga -t- n = mrp 

On tire de (4), en opérant par Vpx et en tenant compte que 
Spp = — p* «= t* (parce que Spp = 0, d'où Spp -»- p* = 0), 

• An /. mgr \ 
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Si Ton suppose que la toupie tourne dans le vide, on trouve en 
tenant compte de (12) 

wgr l An An ) 

p = -^ CCS — t\p\ap ^ sin — iVap — V'p 

( _ mqr An ) mgr An mqr An 

= — or' -+----^008 ÔCOS-— ■/}-+- a — ^COS — l H — ^sln — (Vao. 

^{ B B i B B B B ' 

On a identiquement 

P = — VaVap — aSa/9. 

Il vient donc 

11 = mrp — mga = — « : »w^ i — sm' 6 ces — t h H 

^ '(15) 
frvr mr^ An \ mr* An | 

-♦- mg 1 — r-cos B CCS — I Va Va/3 -t- mg sm — (VapJ 

\ y B B / B B 

Le premier terme représente la réaction de bas en haut. 
Comme ^- est égal à 0,005 environ et que — est excessive- 
ment petit, on voit que cette réaction est à peu près égale au 
poids. Les deux autres termes représentent les réactions hori- 
zontales. La première montre, par la présence du terme mrv'^^ 
toujours positif, que le pivot s*appuiera un peu plus fortement 
sur le godet du côté où se trouve le centre de gravité. La troi- 
sièine réaction, dirigée dans le sens de la précession est alternati- 
vement positive et négative. 

La résultante des réactions horizontales réduite à ses termes 
principaux est à peu près mg^ sin 6. Il suffirait que le coeffi- 
cient de frottement (si toutefois les lois ordinaires du frottement 
sont applicables ici) fût égal à ^ sin 6 (environ 0,0002 pour 
6 = 3'') pour empêcher le glissement du pivot; son immobilité 
est donc possible. En tous cas, s*il glisse, c*est que la résistance 
horizontale qu*il rencontre est plus petite que mg ^ sin 0. 
Examinons Tinfluence d*une résistance horizontale, $, de cet 
ordre de grandeur. La réaction verticale étant à peu près égale 
nu poids, on a, à des termes près du second ordre 

.. .. 
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^ + rp étant évidemment I*accéIération du centre de gravité ; 
et (4) donne, en tenant compte que B|, moment d'inertie relatif 
au centre de gravité, est égal à mr^ + B, 

B< ... mgr r 

p -I V op = Vap \i\tO . 

An Aw Xn 

En désignant ici par p, le vecteur p -+• j^ Vpp, on trouvera, 
avec l'approximation de Téquation (8), Téquation du mouvement 
moyen 

mqr r , 

Pi=-^Va/,.— — V*p,, (14) 

An An 

qui donne en opérant par Sa x 

. . r 

Sap = sin6.9 = S*Vap„ (15) 

An 

Par conséquent, on a, en valeur absolue, 

r mqrmr* 

smdd< — sinO|.T*<-^^ sin'd . . . (16) 

An An B 

B mgr mr' 

< . soit à peu près 0,0004. 



sin 6 An B 

Si la résistance horizontale est nulle, Téquation (15) donne 
9^ = 0, et il n'y a pas de redressement apparent; s'il y a une 
force résistante, l'équation (16) montre que son effet sur le 
redressement est presque insensible. 

Par conséquent, l'accélération du pivot ne peut avoir qu'une 
très faible influence. La même conclusion doit subsister pour 
une pointe mousse, car la résistance, <I>, qu'elle éprouve est 
encore plus petite que la précédente. On trouverait de même 
que l'effet produit sur la précession est du même ordre. Je suis 
donc conduit à considérer le mouvement angulaire de l'axe 
comme indépendant des mouvements du pivot, si le sextant est 
immobile. 

Consultons, du reste, l'expérience. Si le mouvement du pivot 
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a une influence sensible, le redressement doit être modifiée par 
la forme du godet; il n*en est rien. Si cette influence était pré- 
pondérante, il semblerait, après ce qui vient d*étre dit, qu*une 
pointe de mousse donnerait un redressement moins rapide ; on 
constate précisément le contraire. 

Quelle que soit la loi du mouvement de la toupie, le 
coefficient 



K = - 



■— - f 



(/, _ /,) ^ (/, - /j) (0, ^ 0,) ^ (0, ^ e,) 

peut être considéré comme une mesure du redressement. S*il est 
égal à Vzf l'axe conserve la même inclinaison. Le redressement 
est d'autant plus rapide que K est supérieur à 72- Examinons 
les valeurs de ce coefficient dans diverses circonstances. 

Dans les observations suivantes, les lectures peuvent être 
erronées d'une ou deux minutes, soit les deux tiers d'une divi- 
sion de la vis micrométrique; Terreur qui en résulte sur K peut 
atteindre 0,01 et même 0,02. L'incertitude des angles observés 
provient de l'épaisseur du repère et peut être aussi du défaut de 
netteté de l'horizon sur lequel ils ont été pris. 

La première colonne des tableaux suivants donne les heures 
des maxima et des minima; elles ne sont exactes qu'à deux ou 
trois secondes près; la seconde colonne donne la différence des 
heures; la troisième, les lectures Z^, Z^, 1^.,. faites sur la vis micro- 
métrique (*) au moment des tops; la quatrième, les différences 
des lectures; la cinquième, les valeurs de K; la sixième, le 
résultat de la formule /| -+- K (/j — l<\) qui exprime la graduation 
de la vis micrométrique correspondant à la verticalité de l'axe 
de la toupie. Je parlerai plus loin du nombre intitulé — ^ 
donné par la sixième colonne. 

La même pointe aiguë pivotant successivement sur deux godets 
très dissemblables, l'un conique, l'autre sphérique et d'un rayon 
de S""",* donne les résultats suivants. 

Toutes les observations sont prises sur l'horizon, le sextant 
étant appuyé et à peu près immobile. 

(*) UnedÎTision de la Tis niicrométrique équivaut à S',9. 
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Pointe très aiguë. 

Durée de Toscillation pendulaire autour du pivot T =a 0%443. 
Distance du centre de gravité à la pointe du pivot, r=: 0°%1 04. 

Première expérience. Godet conique : 



Heures. 


Diff. 


Lect. 


4h 15m 431 


43* 


198,8 


15 50 


37 


-14,4 


«6 97 


39 


104,8 


16 50 


31 


- 3,0 


17 30 


97 


97.5 


17 67 


96 


-h 1,6 


18 93 




94,9 



n 
n 



Diff. K. /, + K( /,-/») 

197,2 0,516 ^^'^ 

119,9 0,594 ^^'^ 

107,8 0,517 ™«y- ^V 0.0055 

100,6 0,619 0»0«27 

95.9 0,507 <>'<>^3^ 

93,3 



La gradualion 47,7 de la vis correspond à + 0',8 sur le sextanl. 

Dépression apparente S'.O (incerlaine), 

Coliimalion 5'.K 
Valeur moyenne de K = 517. 

Valeur moyenoe de = 0,0030. 

Deuxième expérience. Godet sphérique de 3'"'",4 de rayon : 



Heures. 


Diff. 


Lect 


Diff. 


K. 


/i-hK(/,-/.) 


ri 

n 


41» 53«58« 


56* 


98,1 


95,7 


0,507 


49,4 




51 54 


47 


9,4 


99,9 


0,514 


50,1 




55 41 


59 


95,3 


87,9 


0,519 


moy. 49,7 


0,0057 


56 90 


35 


7.4 


83.9 


0,508 




0,0039 


56 56 


39 


91,5 


81,4 


0,511 




0,0037 


57 97 


96 


9,9 


78.0 








57 56 




87,9 











La graduation 49.7 corresftond à -4- 6' sur le sexlani. 
Dépression apparente 5' 

Coilimation 11' 
Valeur moyenne de K = 0,.*)10. 

Valeur moyenne de — - = 0^0055. 
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Deux autres expériences m*oni donné avec la même pointe 

Sur le godet conique, K = 0,518, — ^ = 0,0055 
Sur le godet sphérique» K = 0,522, — - = 0,0036 



n 



La forme du godet n'a donc pas d'influence sensible si la 
pointe est aiguë. La moyenne des quatre observations serait 

K = 0,514, —- = 0,0035. 

n 

J opère maintenant avec une pointe très fortement arrondie, 
d'abord sur le même godet sphérique de S'^'^yi, puis sur un autre 
plus petit ayant 1«"",2 de rayon. 

Pointe fortement arrondie. 
Durée d'oscillation pendulaire, T = 0«,45, r == 0""',099. 
Première expérience. Godet de S"",* de rayon : 

n 
n 



0,0054 
0,0058 



Heures. 


Diff. 


Lecl. 


Diff. 


K. 


/.-hK(/,-/.) 


1»» 58» 44- 


59« 


- »,« 


92,H 


0,651 


49,4 


59 43 


50 


85,6 


54,1 


0,615 


50,5 


2 00 35 


45 


29,5 


55,8 


0,615 


moy. 49,9 


01 08 


54 


65,5 


21,2 


0,644 




01 53 


55 


42,1 


11.7 






02 27 




55,8 









La division 49,9 donne, au sextant, + 5' ,3 — collimation a 10',3. 
Valeur moyenne de K = 0,626; valeur moyenne de = 0',0036. 

Deuxième expérience. Godet de l"",? de rayon : 



Heures. 


Diff. 


Lect. 


5»» 42» 55" 


58- 


-18,2 


45 51 


47 


86,9 


44 38 


59 


28,5 


45 17 


55 


65,0 


45 52 


51 


42,0 


46 25 




54,8 



Diff. K. /-+-K (/,-/,) -- 



49,5 
50,9 



R 



105,2 0,642 

58.6 0,615 

56.7 0,615 ™^y* ^^'* ^'^^5® 
25,0 0.614 <>><>^54 

12,8 
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La gradaaiioD 50,1 donne an sextant 5',6; d'ob collimation = )0',6. 
Valeur moyenne de K = 0,623; valeur moyenne de — - = 0,0036. 

Le changement de godet est encore sans influence. Mais la 
non-acuité de la pointe augmente beaucoup la valeur de K. 
Remarquons aussi qu'elle n'a pas d'influence marquée sur 
— ^. Tout ceci est d'accord avec les hypothèses proposées. 

Voyons maintenant à quelles conséquences conduit la con- 
stance de f. Si /"est constant, Féquation (10) donne 

tg - = tg - c •^ , ou bien e ==. 5o e - , 

puisque les angles 9 sont très petits. L'angle de précession 
décrit entre un maximum et le minimum suivant est égal à tt. 
On a donc pour la série des inclinaisons 6^, G,, Ô3... corres- 
pondant aux tops successifs 



d'où 



6, Bs ^j f '■ , 65 = d, c *■ , etc. 






Si /'est constant, K est constant pour la même valeur de r, ce 
qui s'est déjà vérifié. 
On a aussi par (17) 

«""'■^«--A. d'où /-^trrlog-Jî- . . (18) 
i — K. 1 — K 

Si f est constant, le produit 7rr log ^^ doit rester le même, 
quel que soit r, pour une même pointe, aussi longtemps, du 
moins, qu'elle n'est pas déformée par l'usure. Pour le vérifier, il 
suffit d'observer les coefficients K que donne une pointe en bon 
état pour différentes valeurs de r. Voici quelques expériences : 
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Pointe légèrement arrondie. 
Première expérience. T = 0*,376, r = 0*'", 141 



K. /,4-K(/,-./j) 
49,8 



50,4 



Lect. 
- 1,4 
94,3 
11,2 
85,9 
19.8 

Collimatioo obtenue 9',9 . Val moyen de R 0,532 . /== rrlog 



Diff. 

95,7 
83,1 
74,0 
65,4 



0,535 
0,530 
0,531 



K 



1— K 



= 0,058. 



Deuxième expérience. T = 0*,334, r = 0°"*,1 85 ; 

Diff. 

60,4 
54,4 
48,3 
44,7 



Lect. 
82,0 
31,6 
76,0 
37,8 
73,5 



K. 

0,536 
0,530 
0,519 



50,4 
50,6 



Gollimalion 10',4 . Moyenne de K = 0,535. /"= rrlog 

Troisième expérience, r = 0,229 : 



K 



1 — K 



0.059 



Lect 


Diff. 


K. 


87 


78,6 


0,517 


87,3 


73,5 


0,513 


13,8 


69,6 


0,533 


83,5 


63,5 


0,531 


30,0 


58,3 


0,531 


78,3 


58,6 




36,7 







Collimalion H',S- Moyenne deO. K =0,520 ./'= ?rrIog 



K 



1— K 



= 0,05». 



Quatrième expérience. T = 0,274, r = 0,273 : 
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K 
Gollimatioo 7',6 . Moyenne de K = 0,51 9 , / = rr log = 0,0066. 

1 •— K 

On voit que les valeurs de f calculées sont sensiblement 
égales. 

Opérons avec une pointe plus arrondie reposant alternative- 
ment sur deux godets différents. 

Pointe fortement arrondie. 

Première expérience. Godet sphérique de S"",*. T = 0',375, 
r = 0,143: 



Heures. 


Diff. 


Lecl. 


Diff. 


K. 


/t+K(i 


'«-/i) 


n 

afk 


S* 57» 20- 


44> 


89,0 


66,5 


0,575 




50,7 


n 


58 04 


38 


22,5 


49,1 


0,571 




50,5 


» 


58 42 


31 


71.6 


36,9 


0,588 


moy. 


50,0 


0,0041 


59 13 


30 


34,7 


25,8 


0,588 






0,0030 


59 43 


27 


60,5 


18,1 


0,585 






0,0030 


A^ 00 10 


24 


42,4 


12.8 


0,580 






0,0037 


00 34 


25 


55,2 


9,2 


0,582 








00 57 


23 


46,0 


6,6 










01 20 




52.6 


• 











ColUmalionl2'.l. Moyennede — - = 0.0034. Moyenne de K = 0,581. /•=0,0U7 

Deuxième expérience. Godet sphériquede 1 """,2. T = 0',45. 
r=0«'»,099: 



Heures. 


Diff. 


Lecl. 


Diff. 


K. 


U-*-K(/,-/.) 


n 

n 


5h 42» 53' 


58* 


— 18,2 


105,1 


0,642 


40,3 


43 51 


47 


86,9 


58,6 


0,615 


50,9 




44 38 


39 


28,5 


36,7 


0,615 


moy. 50,1 


0,0059 


45 17 


35 


65,0 


23,0 


0,614 




0'0034 


45 52 


31 


42,0 


12,3 








46 23 




54,8 











GollimationlO',6 Moyenne de = 0,0036. Moyenne de K = 0,622 . /■= 0,0147 

n 

La valeur de fesi beaucoup plus forte. Veiïei de l'épaisseur 
de la pointe est manifeste. 

Opérons encore sur une pointe très fortement arrondie. 
XII. 1 1 
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Pointe très fortement émoussée (presque plate). 

Première expérience, T = 0',461 , r = O'^jOQS : 

Lect. K. 

®^'^ 55,6 0,670 ^^'^ 

32'^ 25,0 0,677 ^^'» 

57,9 ^Qg 

47,0 

K 

Collimation 9,5 . Moyenne de K = 0,673 , /"= xrlog = 0,02U. 

1 ~^ li 

Deuxième expérience, r = 0°°*, 1 37 : 



Heures. 


Difl*. 


Lect. 


Difl*. 


K. 


/i-*-K(/,-./. 


) - - 
n 


3h 50» 44* 


40* 


8,5 


65,8 


0,633 


50,5 




51 24 


36 


74,3 


37,4 


0,025 


50.9 




52 00 


31 


36,9 


22,4 


0,636 




0,0035 


52 31 


29 


59,3 


12,8 


0,621 




0,0029 


55 00 


27 


46,5 


7,8 








53 27 




54,3 











Collimalion 1 r. Moyenne de - - = 0,0052. 

K 

Valeur moyenne de K = 0,630 . /«rlog - — - — 0.0225. 

1 ~~ iL 



Troisième expérience. T = 0,334, r = ©''"JSl : 



Heures. 


Difl*. Lect. 


Difl*. 


K. 


/,-l-K(/,-/J 


4»> 50'° 57* 


2(5. 101,5 


86,6 


0,590 


50,4 


51 23 


23 ï^'^ 


60,1 


0,597 


50,8 


51 46 


23 75,0 


40,5 


0,587 




52 09 


21 H5 


28,5 


0,590 




52 30 


18 ^^'^ 


19,8 






52 48 


43,2 








Collimalion 9',9. Moyenne de • 


- - = 0,032. 
n 






If A»Anr.A At 


%tr — n etoi f — ^ 


K 


(\Mi% 





n 
n 



0,0026 
0,0039 



L'augmentation d'épaisseur de la pointe a donc produit un 
accroissement dans la valeur de f. On voit que cette valeur est 
encore sensiblement la même pour toutes ces expériences. 
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On peut donc conclure que f ne varie qu*avec Tétat du pivot. 
Si r était très grand relativement à Tépaisseur de la pointe, 
reflet de Tusure serait moins sensible sur le coeflicient K. Il 
est donc avantageux que r soit aussi grand que le permettent les 
circonstances. 

Le coefficient /" doit être, d'après sa signification, indépendant 
du poids de la toupie. En faisant varier son poids de 40 grammes, 
j'ai constaté, en effet, que le redressement n'en était pas sensi- 
blement affecté. 

Examinons maintenant le nombre intitulé ^ qui représente 
approximativement, comme on va le voir, le taux du ralentisse- 
ment de la rotation n. On a pu remarquer que dans les obser- 
vations précédentes sa valeur reste la même quelle que soit 
Tacuité de la pointe; ce fait, confirmé par de nombreuses obser- 
vations, indique que le frottement de la pointe, représenté par 
le couple mgf^ (3), est à peu près négligeable auprès du couple F 
provenant de la résistance de Tair, à laquelle il faut attribuer 
presque exclusivement l'effet retardateur. Cette résistance est 
due principalement, sans doute, à la présence des augets. Si on 
la suppose proportionnelle à la vitesse linéaire des points du 
contour extérieur, le couple F est représenté par CR*n, R étant 
le plus grand rayon de la toupie, et G un coefficient variable avec 
le nombre et la profondeur des augets. L'équation (3) donnerait 
donc, en y négligeant le couple mgf^y 

n rR* -t' 

-= — et n = n^e , 

n A 

Hq désignant la vitesse de rotation à l'instant initial. 
On a, par conséquent, 

mur —t 

^1 = — ^ e •^ 
Awo 

La durée, Z^, du premier tour de précession est donnée par 
la relation 

mqr /^ '^/ . mqr i — /. \ 

Awo./ cR'/i \ I ^ ' 
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et celle du second tour, /), par 

cRjWo \ / 

On a donc entre ces deux durées la relation 

indépendante de no, et applicable, par suite, à deux tours de pré 
cession successifs quelconques. 

Développant les exponentielles, on obtient 



cR' 2 (U — h) 



î "*" 3 \ A / (^ -+- U)* — '2tl 



A (U -^ UY — 2( 
Si Ton s^arréte au prennier terme, on a 

cR* 2 ((, — (,) d 



A (, 



^*-^«)^ i-2(-iL-y 



Comme /| et /j diffèrent assez peu, j-^ est à peu près égal à '/i 
et on a la relation approximative 

cR« 4 ((, — (,) 

T-irn? w 

Le nombre intitulé — - est le résultat de cette formule. Il 

II 

serait, je pense, inutile de chercher une plus grande précision, 
car les heures des maxima et des minima, assez difficiles à 
apprécier, surtout lorsque les inclinaisons sont faibles, ne sont 
exactes qu*à deux ou trois secondes près. Du reste, ce nombre 
n*a aucune importance pratique en ce qui concerne la méthode 
d*observation; il n*est donné qu*à titre de renseignement. Sa 
constance tend cependant à prouver que Thypothèse proposée 
sur la résistance de l'air est acceptable. Pour la vérifier, j'ai fait 
varier le moment d'inertie A en logeant dans le creux des augets 
des morceaux de plomb qui, tout en augmentant A, ne pou- 
vaient avoir d'influence bien sensible sur la résistance de l'air. 
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J'ai trouvé ainsi que le produit A ^ était sensiblement constant. 
Voici quelques résultats : 

• • 

Moment d'inertie A Valeur observée de - Produit — 1 0^ A - 

n n 

0,693 0,00i6 18,06 

0,648 0,0032 20,74 

0,578 0,0035 20,i3 

On a pu remarquer quelques divergences dans les collima- 
tions données par les expériences précédentes. Elles peuvent 
être attribuées en partie à des effets de mirage très fréquents 
dans Testuaire du fleuve de La Plata, sur Thorizon duquel elles 
ont été prises. Mais il s*en présente de beaucoup plus fortes qui 
peuvent atteindre jusqu'à 10'. Elles surviennent brusquement 
après une assez longue suite de très bons résultats, obtenus avec 
la même pointe, sans qu'aucune cause extérieure, tel qu'un 
faux mou^ement ou une brusque secousse, puisse les expliquer; 
et même la série des tops, qui donne cette anomalie, peut ne 
présenter aucune irrégularité suspecte (*). Si l'on examine alors la 
pointe avec une forte loupe, on la trouve généralement terminée 
par un petit cercle plat à bords tranchants, quelquefois garnis 
d'aspérités ; c'est là. sans doute, la cause perturbatrice. On peut 
prévoir a priori qu'elle aura moins d'effet si r est grand. Car les 
couples produits autour du point par la non-acuité de sa 
pointe peuvent, quels qu'ils soient, se décomposer suivant les 
trois directions perpendiculaires p, Vap, VpVap, et donner, 
autour d'elles, des moments vigf^, mgfzSmQy ingfsinO, les 
quantités ^, f^, et /'étant, du reste, quelconques. L'équation (8) 
deviendra, en supposant l'accélération du pivot négligeable. 

Pi = -T— h -+- - Vcrp, -t- -— V/3,Vap, ; 
An \ ri An 



d*où 



<ir 



^1 = M-+-— , : — = 

An \ ri sinô, A?i 



(*) Voir la note relative à Teffet de la rotation terrestre dout il n'a pas été tenu compte 
dans les observations précédentes. 
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Or, le couple en f,^, sera toujours très petit relativement à celui 
de la pesanteur, et ij/^ conservera sensiblement sa valeur régu* 



lière ~J^. On aura donc encore 



B, 



^isind| 



On voit d'après cette formule que si f subit une variation, 
Tangle de la courbe décrite par Textrémité de Taxe avec les 
méridiens verticaux qu'elle rencontre, en sera d'autant moins 
affecté que r sera grand. Il est donc avantageux d'augmenter r le 
plus possible. 

Supposons, pour fixer les idées, que la présence du petit 
cercle nécessite, comme il a été dit en commençant, le change- 
ment du couple mgfVpVap en mgfVp\lp, i étant un vecteur 
unitaire dirigé suivant la normale au point de contact. On a 

tnqr mqf 

Considérons le vecteur unitaire | satisfaisant à la condition 

rVaS H- /"VêVxÇ = (21) 

qui représenterait, si X était fixe, une position d'équilibre du 
^ vecteur p. Connaissant X et a, il est facile de déter- 

miner |. Soient OA, OL, OS les vecteurs uni- 
taires a, >, {. Posons l'angle LOA=t, LOS=y, 
AOS «= 5, l'angle i ne dépassant pas 3" ou 4*. 
L'équation (21) montre que le dièdre formé par 
les plans AOS et LOS, dont OS est Taréte, est rec- 
tangle, car si l'on opère par S (Va|) x , il vient 

SVaÇ . VaÇ = 0. 

Donc, le triangle sphérique LSA étant rectangle, on a 

cos i = cosj cos s. 

De plus, les tenseurs des vecteurs Va| et VJV>{ doivent 
satisfaire à la relation 

rsins = /*siny. 
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Comme/* est petit relativement à r, tous ces angles sont petits, 
et on a, à des termes près de second ordre, 

fsini . . rsint 

smjt = sinj = 



l/angle dièdre dont OA est Taréle a pour sinus 

sinj r 

sin i |/|.<^_ /« 

il est donc à peu près droit. L*équation vectorielle (21) indique, 
du reste, la position relative des trois vecteurs. 

Opérons sur (8') par S{. x , sur (21 ) par *~^ Sp X , puis retran- 
chons membre à membre, il vient 

An 

Opéronsencoresur(8')parS(Vfp)x,sur(21)par ^ S(V$p)X 
et retranchons, on a 

S^Çp = ^ (1 -4- S?p) Sa (p -♦- ê) . 
An 

Supposons pour un moment que l soit fixe et désignons par 6^ 
Tincliiiaison de p sur le vecteur {, et par ^^ un angle de préces- 
sion compté, à partir d'un plan fixe quelconque passant par |, 
dans le sens V{p. On a 

Sfp \ /* Sa (p + Ç) 



SpÇp sin^.,.f, rSa(p^Ç) 



Or 



Sx 

S> (O -4- Ç) 



i^) 






•m 



et —j^ représente en grandeur et direction la hauteur du triangle 
isocèle formé par les vecteurs p et ?. Comme ce vecteur s'écarte 



48. — <68 — 

peu de la verticale, chacun des termes du rapport précédent sera 
à peu près égal à — 1. On aura donc, à peu près, 

k f 

Si /"est constant, on voit que Taxe du gyroscope tend à décrire 
une loxodromie autour du vecteur Ç. 

Si X oscille autour d'une position moyenne X, ou, ce qui revient 
au même, si Textrémité, L, de \ oscille autour d'un point L, le 
point S, extrémité de i, décrira une courbe à peu près sem- 
blable à celle que décrit le point L. Car les deux courbes seront 
à peu près planes et contenues dans le plan horizontal passant 
par A, et Tangle dièdre dont Tarète est en A restant à peu près 
droit, les vecteurs issus du point A de ces courbes seront à peu 
près perpendiculaires entre eux et leurs longueurs seront dans 
le rapport ^ =» . A la position moyenne Â (ou L) incli- 

née sur la verticale de l'angle t, correspondra un point moyen S 
et une direction moyenne! du vecteur Ç, faisant avec la verticale 
de Tangle 5, ces deux angles satisfaisant à la relation 

• - / . -r 

s\ï\s =* — sint. 

On voit, d'après (22) et (23), que le point S doit être consi- 
déré comme le pôle de la spirale décrite par Taxe du gyroscope. La 
méthode des maxima et des minima va donner l'inclinaison de 
l'astre observé, non pas sur un plan horizontal, mais sur un plan 
perpendiculaire au vecteur I. 

Si la direction moyenne de la normale A est verticale ou paral- 
lèle au plan du sextant, 1 sera ou vertical ou situé dans un plan 
parallèle à celui du limbe, et l'erreur sera nulle ou faible. Mais 
si la direction moyenne de la normale est contenue dans un plan 
vertical perpendiculaire au plan du limbe, f sera parallèle au 
plan du limbe et il en pourra résulter une erreur 

S = — t. 

»/ r* H- /•* 
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Pour /•= 0,008, r = 0,l et i = 3% Terreur serait H'. 

Quoi qu'il en soit de cette explication, il est certainement avan- 
tageux de rendre f aussi petit que possible, ce qui indiquerait 
tout d'abord Temploi des pointes aiguës. Malheureusement ces 
pivots s'émoussent assez vite et ils peuvent détériorer le godet. 11 
reste donc laugmentation de r. Mais, comme on Ta vu précé- 
demment, il faut, pour que la toupie résiste aux mouvements du 
oavire, que —^ , et, par suite, que la vitesse de précession 
*^^ , soient petits. D'autre part, si la précession est trop lente, 
i I y a plus de chance pour qu'un nuage vienne obscurcir l'astre 
centre deux tops et faire manquer l'observation dont la durée trop 
fLjrolongée fatiguerait du reste l'observateur. La durée de deux 
minutes pour le premier tour à précession parait la meilleure. Si 
Cïette durée est adoptée en principe, il faut que la condition 



mqr / — «o \ 
cR'fio \ J 



étant satisfaite, r soit le plus grand possible. Je pense que dans 
les limites entre lesquelles la toupie pourrait être modifiée, la 
vitesse linéaire initiale, Rno, des points du contour peut être 
considérée comme constante (en supposant, bien entendu, que 
le même courant d'air moteur soit employé), et aussi le produit 
cRfio- D'autre part 120 ^^ étant assez petit, on peut négliger son 
<'arré, et l'expression précédente peut s'écrire 

a 7/fR 

2T = -f-.120e .r 

cR/Jo A 

m R 

11 s'agit de rendre -j- minimum, ce qui conduit à adopter pour 
la toupie la forme d'un anneau cylindrique ayant le plus grand 
rayon extérieur que permet la place disponible. 

D'autre part, pour que la rotation se conserve il faut que 
— ^ = "Â soit petit. La toupie lourde est donc avantageuse à 
ce point de vue, mais son poids ne pourrait pas dépasser une 
certaine limite sans que le pivot soit promptement détérioré. 
J'ai pu conserver assez longtemps un pivot supportant la toupie 
surchargée de morceaux de plomb et pesant 196 grammes. 
J'estime qu'un poids de 250 grammes pourrait être essayé avec 
chances de succès. 



k 



k. 
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Le poids maximum de la toupie étant adopté et son plus 
grand rayon déterminé par la place disponible, il faudrait déter- 
miner les autres dimensions de telle sorte que la durée du 
premier tour de précession étant de deux minutes, la valeur de 
r fut le triple de la valeur actuelle, c'est-à-dire à peu près 0°"',3. 
Je pense que les divergences de 10' souvent constatées seraient 
ainsi divisées par trois et réduites à 3', approximation bien 
suffisante pour les besoins ordinaires de la navigation. 

Je verrais encore à la toupie lourde un autre avantage. Les 
pressions horizontales du pivot sur le godet étant proportion- 
nelles au poids, le pivot de cette toupie sera moins dévié de sa 
course naturelle par la rencontre de quelque corps étranger ou 
aspérité du godet. 

J'examine maintenant par Texpérience l'effet d'un défaut de 
centrage, défaut que je ne puis produire artificiellement qu^en 
fixant sur la toupie un poids, en dehors de l'axe. On prévoit que 
l'axe instantané de rotation de la toupie déséquilibrée se con- 
fondra, en apparence, comme tout à l'heure, avec l'axe principal 
d'inertie passant par le nouveau centre de gravité. La preuve 
expérimentale donnée précédemment est ici renouvelée dans des 
conditions différentes de poids et d'inertie. 

La toupie lestée de huit morceaux de plomb fixés dans le 
creux des augets pèse 179 grammes. Un petit poids additionnel 
de 08',367, déterminé par le calcul, placé sur la partie plane, 
ramène à sa position normi^le le repère que quelque inéjialité 
des morceaux de plomb avait dévié de 8', 

Les choses étant ainsi, je détermine -^ par les durées d'oscil- 
lation pendulaire correspondant aux valeurs du bras de levier, 
Vq — /i, Vq et Vq •+- /t, Tq désignant la valeur actuelle de r, et h la 
longueur du pas de vis du pivot 0*'"',044. La moyenne de ces 
oscillations doubles donne pour la durée T, de l'oscillation 
simple, 

pour 

To—h, T = 0;5!20 

ro, T = (V417 

Vo ^ /i, T = 0,»360 




— i7i — 5r 



LVquation 




9 
donne : 

ro = O*",! -24. Erreur probable =fc 0,001 5 

— = 2'",i7, » • =fcO,Oi 

m 

B. = 0*'»,397, . » ±0,002 

Pour avoir A je fais osciller sur le petit plateau, la toupie posée 
de deux façons différentes : d^abord Taxe vertical et ensuite Taxe 
horizontal. Je trouve 

Pour l'axe vertical, durée d'oscillation .... 0*,723 
Pour l'axe horizontal, » » . . . . 0s5i0 

d'où 

i = (?!!l?y= 1,793. A = 0,712 (*) 
B, \0,540/ » V ^ 



(*) Le principe repose sur la considération suivante. Soit H l'angle que fait, à une phase 
quelconque de roscillation, le plan vertical passant par un diamètre arbitrairement 
choisi du petit plateau circulaire avec le plan vertical passant par le même diamètre 
lorsque l'appareil est au repos. Les forces mises enjeu, dépendant du poids et de H, sont 
égales dans les deux cas» pour une même valeur de cette variable ; il en est de même de 
l'énergie potentiellci D'autre part, les fils étant très longs relativement à leur écartement, 
le mouvement en hauteur est négligeable et l'énergie actuelle est due tout entière à la 
vitesse angulaire H. L'appareil étant, dans les deux cas, abandonné à lui-même après 
avoir subi le même écart Hq. atteindra une position extrême — H'o^ puis reviendra à la 
position primitive, et ainsi de suite, puisque, par hypothèse, le milieu ambiant n'absorbe 
pas d'énergie. Soient, pour une môme valeur de H, 

Hi la vitesse angulaire de la toupie, l'axe étant vertical ; 

H j la vitesse angulaire de la toupie, l'axe étant horizontal, 
et F(H) l'énergie potentielle. Écrivons que l'énergie totale est constante. On a 

axe vertical. . . . i (A -t- a) HJ -+- FiH) = F(no), 
axe horizontal . . . i (B, -t- a) HJ -+- F(H i = F^^Ho), 

A désignant le mouvement d'inertie du plateau et des fils. 
Donc 

jl^ \A -♦- o/ 

Or l'arc Ho-hHo', qui est le même pour les deux positions, étant décrit avec des vitesses 
inversement proportionnelles à (A + a)« et à (B{ -h a){, les temps qu'il faudra pour le 
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On sait qu'un poids excentrique, m\ assez petit pour être 

réduit à son centre de gravité, situé à une hauteur, A, au-dessus 

du centre de gravité de la toupie et à une distance / de l'axe de 

symétrie, donne à Taxe principal passant par le nouveau centre 

de gravité une inclinaison, t, sur Taxe de symétrie, donnée par 

la formule 

mm! 



Ah 



m '\- m 
tg2i = 



A — B-^ (^*— A*) 

m -4- m 

Je fixe sous le chapeau et dans le plan diamétral passant par 
le centre des lentilles un poids de 1^%96 dont la position est A = 
lo°»,l, /= 1,0. L'angle, t, calculé est de 20'. La toupie tournant 
autour de cet axe, l'image du trait unique doit-être dévié de iC; 
je constate en effet que celte image se superpose à celle du 
4°*" trait secondaire à partir du trait central. 

Un poids de 1 gramme, placé sur le chapeau dans la position 
A= 2,26, / = 0,6, donne, par le calcul, i = IS'. Le repère est 
effectivement dévié a très peu près du double de cet angle. 

Les moments d'inertie étant différents, A = 0,648, B=0,38 



décrire, c'est-à-dire les durées d'oscillation, auront leur carré dans le rapport ^~^y à 
très peu près égal à ^ , si a est petit. 

J'avais proposé d'abord l'emploi d'un disque de même poids que la toupie, mais 
l'égalité rigoureuse des poids étant d'une réalisation difficile, ce procédé donne de 
mauvais résultats. Je préfère la méthode précédente qui exige cependant que le centre de 
gravité soit placé, dans les deux cas, sur la même verticale passant, autant que possible, 
au milieu des fils Pour bien centrer, sur ce plateau, la toupie posée horizontalement, il 
est bon de tracer d'avance sur son contour un repère indiquant la hauteur du centre de 
gravité, ce qui est facile puisque tq est connu. 

J'ai essayé de mesurer l'inégalité produite dans les moments d'inertie Bf par la pré- 
sence des lentilles en plaçant horizontalement, puis Terticalement, le diamètre sur lequel 
elles sont fixées; je n'ai pas obtenu de différence marquée dans les durées d'oscillation. 

Voici du reste la vérification expérimentale des principes. Je fais osciller de la même 
façon un disque massif en cuivre dont les dimensions sont : rayon * 2<™,d5, hauteur 
— i<'°,i6 et dont les moments d'inertie sont par conséquent dans le rapport i,85. Les 
durées d'oscillation sont 

Pour le disque posé à plat 0%70â 

Pour le disque posé sur la tranche 0%513 

Le rapport des carrés de ces nombres est ^.87. La petite divergence tient probable* 
ment à quelque défaut de centrage. 



J 
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un poids de 1<%6 dont la position est h =3 0,9 donne t =: 16'9 
calculé. On observe que le trait unique est dévié de 33'. Le calcul 
et lobservation s^accordent donc dans tous les exemples cités. 

En prenant le contact sur Timage du trait unique ainsi déviée, 
on peut suivre les mouvements de Taxe principal dlnertie comme 
on suit, dans les conditions ordinaires, ceux de Taxe de figure. 
Prenons pour exemple le cas de la dernière expérience. Puisque 
Taxe d'inertie fait un angle de 16',9 avec la normale du plan 
indiqué par le nouveau repère (constitué par Timage du trait 
unique coïncidant avec un trait fictif qui serait écarté de 33' du 
trait central), il suffit, pour avoir Tinclinaison de Tobjet observé 
sur le plan perpendiculaire à cet axe, d'ajouter 16',9, c'est-à-dire 
5»8 divisions de la vis mierométrique, à chaque lecture. En opé- 
rant ensuite comme à l'ordinaire, on doit retrouver la même 
collimation. Dans le cas actuel il faut ajouter la correction 
parce que l'image du trait unique est diviée du côté positif du 
micromètre optique; il faudrait la retrancher si la déviation était 
de sens contraire. 11 est clair que le coellicient K ne dépendant 
que de la différence des lectures n'est pas affecté par cette 
correction; on peut rappliquer seulement au résultat final. Voici 
une série observée dans les conditions ci-dessus. 

Observation de l'horizon de la mer. 



Poids de 1^,6 placé du côté de la lentille à traits multiples; le 
Irait unique est dévié de 33' 

A = 0,648, B = 0,58, r = 0«-,094 (avant la mise en place 
du poids). 



Heures. 


Diff. 


Lecl. 


DiflT. 


K. 


(/a-+-K(/,-/,) 


4»«45" 17« 


53* 


91,6 


80,6 


0.598 


45,4 


46 10 


48 


11,0 


54,1 


o,r)80 


4-2,4 


46 58 


40 


60.1 


59,1 


0,579 


425 


47 58 


34 


26,0 


28,5 


0,583 


moy. 42,8 


48 1â 


34 


54,5 


20,4 


0,583 




48 46 


6 


34,1 


14,6 


0,570 




49 12 


25 


48,7 


11,0 


0,583 




40 37 


24 


37,7 


7,9 






50 01 




45,6 









n 
n 



0,0035 
0,0033 
0,0031 
0,0048 
0,0037 
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La division i%S donne au sextant — 8',7 
Correction à a jou 1er 16',9 



8',2 
Dépression 5^0 Ck)llimation 13',2 



Valeur moyenne de K = 0,582. 



n 



Valeur moyenne de = 0,0037. 



n 



La toupie équilibrée donne une collimation de 15' et des 
moyennes à peu près égales aux précédentes pour K et — ^ • La 
constance des valeurs de K de la série précédente montre que 
Taxe principal dMnertie de la toupie désquilibrée décrit encore 
une loxodromie ; mais — ^ est sensiblement plus fort que pour 
la toupie équilibrée pour laquelle ce rapport est 0^0030. 

Le même poids de 1^%6 placé dans le creux de Tauget situé 
sous Tune des lentilles, son centre de gravité étant à peu près à 
la hauteur de celui de la toupie, ne produit qu'une très petite 
déviation due à ce que h n*est pas rigoureusement nul. J'ai 
observé dans ces conditions la série suivante dans laquelle les 
lectures ne sont exactes qu'au chiffre des unités près. Cette 
inexactitude qui provient de la position défectueuse du repère 
n'empêche pas cependant de constater l'effet produit par ce genre 
de lestage. 

Observation de l'horizon de la mer. 

A = 0,648, B, = 0,58, r = 0,09. 

Placé un poids de 1^%6 dans le creux de l'auget situé au des- 
sous d'une des lentilles. 

Heures. Diff. Lecl. Diff. K. (/ji-4-K(/,-/J — - 

9»» 12-23. ^^. 98,7 ^3^^ ^^^^ 51,3 

*' *^ 34 ^'^ 89,9 0,517 ^^'^ 

13 44 2^ 95,5 34 j ^g^Q 551,8 0,0054 

14 11 2^ 11,4 „jg jj^jjj'^ ^M_ 0,0071 
14 35 ^g 89,0 ^^ moy.51,5 

14 53 15,1 

La graduation 51 ,5 de la vis donne au sextant 16',2. 

Dépression 5',0 

Collimation 21 ',2 
Moyenne de K = 0,51 7. Moyenne de — - = 0,0062. 
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Le redressement est presque insensible et la rotation diminue 
beaucoup plus vite. En opérant avec un poids plus fort, on pro- 
duirait des effets plus marqués, mais il se produit alors des 
vibrations très violentes qui sont dangereuses pour le pivot. 

Les effets produits par le poids excentrique doivent être 
<3*autant plus accentués que l*axe d'inertie passant par le centre 
cie gravité de la toupie déséquilibrée est plus éloigné du pivot; 
c*est pourquoi le redressement et la rotation sont plus fortement 
diminués dans la dernière expérience que dans la première. Soit 
OO' la perpendiculaire abaissée du pivot, 0, sur Taxe d'inertie, 
les effets s'expliqueraient par un couple ayant son axe vertical et 
qui serait produit, autour du point 0', par les forces qui 
s'opposent à la rotation du pivot autour de ce point. 

Après avoir démonté les parois et le fond de la boite cylin- 
drique, les séries que j'ai obtenues en observant la toupie tour- 
nant ainsi à Pair libre donnent les mêmes valeurs de K et des 
\aleurs sensiblement plus fortes pour — - . Ceci indique que la 
résistance de Tair n'a d'effet sensible que sur la rotation. 

Enfin le poids de la toupie que j'ai pu faire varier entre 
157 grammes et 220 grammes ne parait pas avoir d'influence 
sur le coefficient K. 

Je résume ainsi la conclusion de ce travail : 

Si l'on imagine une sphère déctile de l'extrémité du pivot 
comme centre, et sur cette sphère des méridiens verticaux, l'axe 
de la toupie, prolongé au besoin, dessine sur cette sphère une 
loxodromie d'autant plus convergente vers le pôle que la pointe 
du pivot est plus épaisse et la distance du centre de gravité du 
pivot plus courte. 

La tangente de l'angle constant que fait la courbe avec les 
méridiens qu'elle rencontre est, pour une même pointe, en 
raison inverse de la distonce du centre de gravité au pivot; elle 
est indépendante du poids de la toupie. 

La courbe qui serait ainsi tracée par Taxe ne doit pas être 
considérée comme une ligne mathématique; elle aurait une 
épaisseur égale à l'amplitude très petite du mouvement vibra- 
toire très rapide qui accompagne le mouvement apparent. 



•& 4.1 
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Ces conclusions supposent le godet immobile. S'il y a du roulis, 
la courbe oscille autour de la loxodromie et, avec un peu d'habi- 
tude, on obtient encore de bonnes observations. Les perturbations 
les plus dangereuses, à mon avis, proviennent de Tusure de la 
pointe et de la rugosité du godet, et j'estime que pour les atté- 
nuer suflisamment, il faudrait que les dimensions de la toupie 
fussent telles que, la durée du premier tour de précession étant 
de deux minutes, la distance du centre de gravité au pivot fût 
de 3"" environ. 

On pourrait réaliser ces conditions, sans rien changera Télat 
actuel, en se servant d'une soufflerie plus puissante. Mais en 
considérant que la rotation se conserve d'autant plus longtemps 
que le moment d'inertie autour de l'axe de figure est grand, je 
crois qu'il convient d'augmenter le poids de la toupie. 

Indépendamment des considérations théoriques qui précèdent, 
l'expérience que j'ai pu acquérir par de nombreuses observations 
(mille environ) recueillies par mes officiers (*) et par moi-même, 
me fait croire que le nouveau modèle, agrandi, dont M. Fleuriais 
a bien voulu me communiquer les plans, donnera des résultais 
beaucoup plus exacts et certainement suffisants pour les besotDs 
ordinaires de la navigation. 

A bord du Niger y 18 février 1888. 



(*} MM Coronne et Barillon. 
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ADDITION 



Influence de la rotation de la terre sur les résultats donnés 

par le gyroscope collimateur. 



Les divergences à peu près constantes et toujours de même 
sens que présentaient plusieurs observations prises alternative- 
ment dans des azimuths opposés, m'ont conduit à examiner 
l'influence de la force centrifuge composée due à la rotation de 
la terre. Je Pavais considérée jusqu'ici comme négligeable, mais 
les calculs ainsi que les résultats pratiques suivants montrent 
qu'il est indispensable d'en tenir compte : 

Soient 
p = gfr^ggQQ, la vitesse, par seconde, de la rotation terrestre ; 
X, un vecteur unitaire parallèle à l'axe des pôles et dirigé vers le 
nord. La rotation p est positive pour un observateur placé 
suivant ce vecteur. 

Le mouvement est rapporté, comme précédemment, à un 
système d'axes invariablement liés à la terre et ayant leur origine 
au point 0, extrémité du pivot considéré comme fixe. 

Soit, dans ce système, fx, le vecteur, issu du point 0, d'un 
élément de masse, 3m, du gyroscope, et (a, en grandeur et direc- 
tion, la vitesse de cet élément. Il faut lui appliquer en outre de 
la pesanteur g.im, la force apparente 

^pâmVxiL 

qui représente, en grandeur et direction, la force centrifuge 
composée. Cette force donne, autour du point 0, un couple dont 
Taxe est, en grandeur et direction, 

— aptJmVfiVAfli e= — ^pêm (flSAfi — XSfAfi) =. — ^p^mSX/n 
XII. i2 
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(parce que la longueur du vecteur (x étant invariable Sfx/x est nul). 
Or le point étant immobile (plus exactement, sa vitesse 
étant considérée comme négligeable), la vitesse apparente /x n'est 
due qu*à la rotation apparente du gyroscope. L'axe de celle-ci 
est^ en grandeur et direction, 



on aura donc 



(n — »// cos 6) p -*- Vpp. 



p = (n — t// cos e) y^tp -I- VytcVpp . 



La vitesse angulaire, p, de Taxe du gyroscope étant très petite 
relativement à n, on pourra ne conserver que le premier terme 
et écrire 

Le couple résultant de toutes les forces apparentes élémentaires 

est, par suite, 

— 2pn2 (JmSA/A . Vf*/?. 

Pour évaluer cette somme imaginons un plan passant par Taxe 

X du gyroscope, p, et parallèle à la ligne des 

pôles, autrement dit, un plan contenant p 
et X; puis décomposons X et |x suivant p, 
^ suivant un vecteur unitaire, (3, contenu 
dans ce plan et dirigé vers le nord, et 
suivant la direction V^p. Si L est rincli- 
naison de Taxe des pôles sur le vecteur P, 
on aura 




i»' 



A = — /9 sin L -t- p cos L. 



Posons 



^ = xp -♦- iyi3 -f zW0p^ 



X, y, et z étant les coordonnées de la masse Sm dans le système 
trireclangulaire p, (3 et VPp. On a 

S);i4 = X sin L — y cos L 

\f^P==yyiip-z\py^p, 
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La somme cherchée est 

ISm (x sin L — y cos L) (y V3p — zVpV/ip) . 

La toupie étant un corps de révolution, les rectangles Sxzdm, 
I,yzSm^ liTySm^ sont nuls, et la somme l^y^Sm est égale à la 
moitié du mouvement d*inertie, A, relatif à Taxe de Ggure. Le 
mouvement total se réduit donc à 

pAn cos LVpp = pkfiWXp 

qu'il faudra ajouter au second membre de Téquation (1). 

Si Ton suppose^ pour plus de simplicité, que le pivot so'.t 
absolument aigu, Péquation du mouvement moyen devient 

An "^ ^ An \ mgr I ^ ^ 

Le vecteur a-+-^"X, est la diagonale OA', du parallélo- 
gramme construit sur le vecteur unitaire vertical 
OA = a, et sur le très petit vecteur ON=^X. 
Sa longueur diffère très peu de Tunité, et sa direc- 
tion qui serait fixe, relativement à la terre, si n était 
constant, 8*écarte très peu, pendant la durée d'un tour 
de précession, d*une direction moyenne 

- An 

OA' = a -♦- fî A; 

mgr 

^ nous allons voir que cet écart n'atteint pas 1'. On 
peut par suite admettre que, pendant un tour de pré- 
cession, le vecteur OA' se confond avec le vecteur constant OA'. 
Dans ces conditions, Téquation (a) signifie que Taxe du gyros- 
cope décrit un cône dont Taxe est OA' (ce vecteur serait Taxe de 
la loxodromie, s*il s'agissait d'une pointe mousse), avec une 
vitesse de précession sensiblement égale à ^ . La valeur moyenne 
de cette vitesse s'obtient à l'aide de la durée du tour de préces- 
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sion, c'est-à-dire du nombre P, de secondes écoulées entre deux 
maxima ou deux minima consécutifs. On a 

mgr ^n 

D*après cela, le vecteur OA' serait sensiblement 

pP P 

'27t 24.3600 

L'angle AOA' = if qui représente Técart de la verticale 
descendante et de Taxe du cône (ou de la loxodromie) que décrit 
f axe de la toupie (plus exactement, que décrit le vecteur du 
centre de gravité) est donné par 

sin t = AA' sin (NOA — t) . 

Or, NOA est le supplément de la colatitude, dans rhémi* 
sphère nord, ou la colatitude dans Thémisphère sud. On a donc, 
à très peu près 

• 24.360 ^ ^' 
et en minutes de degré 

P cos / P cos l 






24 X 3600 X 0,00029 25,06 



La durée du tour de préeession étant généralement de 
120 secondes, Tangle { atteindra 4',8 sous l'équateur. Cette 
déviation a lieu du côté du nord, si la rotation n se fait de droite 
à gauche pour Tobservateur placé suivant le vecteur du c. d. g 
(la tète vers ce centre et les pieds vers le pivot); elle sérail 
méridionale pour une rotation opposée. 

On a vu précédemment que le rapport — ^ était sensiblement 

(*) /, représentant la latitude du lieu d'obseryation 
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égal i 0,005S. Par conséquent, pendant un demi -tour de pré- 
cession, c'est-à-dire pendant 60 secondes, le vecteur ON s'écar- 
tera de sa valeur moyenne ^A d*une quantité tout au plus 
égale en valeur absolue à 

PAn + 0,0086 x«o. 

(i — e- ) 

mgr 

soit i peu prés les 0,21 de sa valeur moyenne. Le vecteur OA' ne 
peut donc dévier que d*un angle i'fi x 0,21, plus petit que 1'. 
On peut donc considérer ce vecteur comme fixe. 

Il est clair que la méthode des maxima et minima va 
donner l'inclinaison de Tobjet observé, non pas sur un plan 
horiiontal, mais sur un plan perpendiculaire à OA'. Si l'azimuth 
d*observation est est ou ouest, il n*en résultera pas d*erreur sen- 
sible, puisque OA' est situé dans le plan méridien; mais si, en 
général, cet aiimuth est z, compté de O"" à ISO"" à partir du nord> 
la hauteur observée sera trop faible d*un angle i cos z. Par con- 
séquent, les hauteurs méridiennes prises face au nord, seront 
toujours trop faibles, et les hauteurs prises face au sud, toujours 
trop fortes. Si Ton se sert de ces hauteurs pour déterminer la col* 
limation (*), on trouvera une collimation trop faible avec les 
premières et trop forte avec les secondes. En voici la preuve 
expérimentale fournie par quelques hauteurs méridiennes obser- 
vées enire les parallèles 4S* nord et SS"* sud. Les collimations 
obtenues sont : 

Face au nord : 

-H 2;3; — î;?; 0; 0; 0; -^ 2;0; — 0.6. En moyenne -+- 0'± 

Face au sud : 
4- 8;0; -^ 7;5; h- 6;0; -t- 2;8; -t- 8;0; -h 8,0 -t- 4;5 En moyenne h- 6;4' 



n 2ê définis : collimatioD ^ hauteur obserrée — hauteur exacte. 
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Si à Taide des durées de précession on corrige ces collimations 
de Tangle i, elles deviennent : 

Face au nord : 
^ 3;4; 4- ITi; -^ 27 ; 4- 3;2; -f- 3;5; h- 5;3 -4- 4;5 . En moyenne -*- 5' 4. 

Face au sud : 

-f- 5;3; H- 3;8; -f- 0;i ; -h 4;5; ♦- fS; 4- 4;8; 4- 17 . En moyenne -*- 3;3, 

On voit que les corrections égalisent les moyennes primitive- 
ment assez divergentes. Mais ces divergences sont mieux accen* 
tuées dans les séries suivantes, observées, à dessein, le plus près 
possible de l'équateur (entre les latitudes lO"" sud et 11** nord), 
où la force centrifuge composée se fait mieux sentir; elles sont 
prises sur Thorizon de la mer. Chacun des nombres de la pre- 
mière colonne est la moyenne des deux collimations données par 
deux tours de précession consécutifs, commençant, le premier 
par un maximun ou un minimum, le second par le minimum ou 
le maximum suivant : quatre tops en tout. La seconde colonne 
donne la moyenne des durées de ces deux tours, et la troisième, 
les collimations de la première colonne corrigées de Tangle (en 
minutes) 

t cos z = -- cos Icosz, 
25 

/ étant la latitude et z Tazimuth compté à partir du nord, du 
point de Thorizon observé. 

Ces observations ont été prises, du 1*' au 7 août, à bord du 
iVf9er,tant parmesofficiers(*) que par moi-même, dans des condi- 
tions diverses de roulis et de tangage, mais généralement par 
assez beau temps. Le gyroscope employé n'est pas celui qui a 
servi aux expériences précédemment citées dans ce mémoire ; il 
est, par suite, tout naturel que les collimations diffèrent des pré- 
cédentes. 

(*) MM. Coronne et Barillon, capitaines au long cours. 
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Latlitude = 0. 


008/ = 


1. 






Face aa nord, cos z ■• 


= -^1. 


Face au 


sud, cos z- 


= -1. 


Correction = •♦- 


P 
25' 




Correction = — 


P 
15' 


ConhD. 




Collim. 


Collim. 




Collim. 


non corrigées. 


Durée P. 


corrigées. 


non corrigées. 


Durée P. 


corrigées. 


- Vfi 


1 !()••« 


-♦- l',8 


-¥- 


9',0 


131»" 


H- 3',8 


- l',0 


421 


-+- 3',8 


-♦- 


7',6 


130 


-H 2^,4 


- OM 


142 


-f- 4',4 


-+- 


10',0 


117 


-♦- 5',4 


-2',4 


124 


^ 2S5 


-+- 


5',6 


107 


-Hl',4 


— 2',9 


133 


-♦- 2',4 


-4- 


5\1 


113 


-4- 0',6 


— 2',9 


139 


-i- 2^,7 


-f- 


9',7 


116 


-f 5',1 


- l',8 


114 


-♦- 2',8 


-♦- 


7r,4 


94 


-f- 3'.6 


-*- l',2 


89 


-♦- 4'.8 


-+- 


5',9 


113 


-f- 1S4 


-4',6 


125 


-♦- ^,4 


-4- 


5',4 


107 


-^ IM 


-3',9 


130 


H- l',2 


-4- 


7',6 


147 


-^ i',7 


- IM 


101 


^ 3',0 


-4- 


0',2 


142 


-h 3',5 


— 0',2 


141 


-f- 5'.4 


-t- 


IIM 


155 


-f- 4',9 


-1'/) 


151 


-f. y.o 


-+- 


8',3 


152 


-H 2',2 


-4',8 


156 


-♦- l',4 


-+- 


6',7 


111 


-♦- 2',3 


-2',1 


156 


+ 4M 


-4- 


6',5 


106 


-4- 2'.7 


- 5M 


160 


-H l'.3 


• 








-OM 


109 


-f- 4M 
-♦- 3',0 










Moyenne— 2',i 


-+- 


7',7 


^ 2'.8 



cos / 
Face au nord-est ou au nord-ouest. 



= 0,9. 



Face au sud-est ou au sud-ouest. 



008 2 = + 0.7, corr. = -♦- ^ x 0,63 cos s = — 0,7, corr. = - «5 X 0ï83 



l',6 
l',2 
2',1 

2'.4 
0'.4 
i',6 



118"« 

112 

106 

106 

108 

100 



4'.3 
4',0 
4',8 
5',0 

3M 
4M 



Moyenne -4- l',5 

Face i Test : 



4' 2 



-f- 8',5 

-♦- 7',0 

-+- 5M 

-f- 4^5 

-f- 3',7 

•»- 5S7 

-4- 5',7 



102»«« 

110 

108 

105 

106 

102 



-^ 5',7 

-4- 4',2 

-4- 2',3 

-♦- l',9 

»- IM 

-4- 3^l 

•♦- 3M 



.^3;6;-^3;7 ;-4-3;9;^3;8;-f-2;6;-+-4;3;-^4;9;+4;2;-4-4;5;-4-5;0. Moy. -^3;9. 
Face à Touest : 



H-?? ;-*-i,4 ;-*-3,i ;+i,6 ;-^3,3;-^i,0;-^4,8 ;-^3,0 ;-«-4 ;9 ;-+-3;6.Moy.-^4p 
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On voit que la moyenne, — 2',1, des collimations non corri- 
gées prises face au nord, diffère de la moyenne -h 7^7 des obser- 
vations du sud d*un angle de 9' ,8, à très peu près égal au double 
de Tangle t = 5',0, qui correspond à une durée moyenne de 
127 secondes du tour de précession, qui est celle des observa* 
tions méridiennes. Ceci est bien conforme à la théorie. 

Aux points intercardinaux, les collimations non corrigées 
doivent naturellement présenter des divergences moins fortes 
que les précédentes, et on constate que la correction ramène 
encore à Tégalité des moyennes primitivement très divergentes. 
Enfin, aux points est et ouest la correction doit être nulle, et 
effectivement les moyennes des collimations observées coïncident 
sans correction. Leur valeur est un peu plus forte que celles des 
collimations corrigées des observations qui précèdent, et cela 
tient peut-être à ce que Tinfluence de la rotation de la terre 
n'est qu'approximativement évaluée. Mais comme la lecture des 
angles n'est guère exacte qu'à deux minutes près, il serait illu- 
soire de chercher une plus grande approximation. 

Ces observations ne laissent, je pense, aucun doute sur Fac- 
tion perturbatrice de la rotation de la terre et confirment Texac- 
titude des considérations théoriques qui permettent d'en corriger 
Teffet. Je n'aurais probablement jamais pensé à en tenir compte 
sans les résultats remarquables obtenus par M. Ph. Gilbert avec 
le barogyroscope (*). 

Il est vrai qu'une importante cause dVrreurs peut être ainsi 
évitée, mais il en est une autre, plus dangereuse, qui provient du 
défaut de fixité des lentilles. Ce défaut est connu du comman- 
dant Fleuriais, c'est dire qu'il disparaîtra bientôt. 

En mer, à bord du iVt^er, le 11 août 1888. 



(') Voir dans le beau mémoire de M. Gilbert Sur l'application de la méthode de 
Lagrange à divers problèmes de mouvement relatif, publié au tome V( et au tome VII 
de ces Annales» le paragraphe XX, intitulé : Toupie de Foucault, (t. VU, pp. 94-iQ7). La 
déTiatioD produite par la rotation terrestre y est donnée,, page 99, équation (19!)). Ce 
résultat est bien Térifié par les observations précédentes. 
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NOTE 



SUR LES 



STSTiiBS DE PiNINVARIANTS PRINCIPAUX 



DES FORMES BINAIRES 



PAR 



Bf. Maurice d*OCAGl^E3. 



Dans une Note insérée Tan passé dans les Annales de la Société 
sctetKt/îçtie (p. 51 4)f j'indiquais le problème consistant à exprimer 
les péninvariants principaux ordinaires v^ au moyen des pénin* 
variants principaux <f^ que j'ai fait connaitre, et réciproquement. 
J'insistais sur la difficulté que présentait ce problème et je don- 
nais un tableau de formules obtenues par un calcul de proche 
en proche et qui faisaient pressentir de curieuses formules géné- 
rale. 

J'ai eu l'heureuse chance d'appeler, par cette Note, sur le 
problème en question, l'attention d'un algébriste d'une rare 
habileté, M. E. Cesaro, qui, par un emploi ingénieux du calcul 
symbolique, a établi les formules générales correspondant au cas 
des indices pairs. Partant à mon tour de ce résultat, je suis par- 
venu, au moyen d'un calcul que j'indiquerai plus loin, aux for- 
mules générales correspondant au cas des indices impairs. Le 
problème posé dans ma Note de l'an passé se trouve donc ainsi 
complètement résolu. Avant d'en faire connaître la solution, je 
proposerai une notation dont ce qui suit fera ressortir l'utilité : 

Étant données une suite de quantités affectées d'in- 
dices Uq, ti|, U2, ..., Un ...» je désignerai par la même lettre 
dépourvue d'indice une variable fictive par rapport à laquelle. 
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dans la suite précédente, chaque quantité aurait pour dérivée 
celle qui vient immédiatement après elle, c'est-à-dire telle que 

dwo dui du„ 

du du du 

Cette définition posée, je rappellerai que les péninvariants 
principaux que j'ai fait connaître pour la forme 

n - n(n — i) 

1 1.2 



sont donnés par 



d^'la^ 



(1) . . , .(p^«aî--^ (p==2,3,4, ..n), 



d'où résulte immédiatemont 



d(p. 



(2) ?iH-i = «o:r: — pai?; 



cfa 



'p' 



Quant aux péninvariants principaux ordinaires, ils sont don- 
nés par 



(3) 



2p('ip-l) 
Vif = OoO,, — 2^0,0,^, H — — — a^if.t 

<2p(2p -l) ...(;> -«-<) , 

a*. 

2 1.2...P " 



dvfp 

(4) rjo+i = Oq -j^ 2aiVt.. 

aa 

Voici maintenant les formules de M. Ccsaro : 

i 

Représentant par Ss^ la somme de tous les produits analogues 

p 
à er^€r^ ... ^r, , OU T^ -^ r^ -h — t- T, = p, cu nombrcs entiers et 

positifs (algorithme isobarique), on a 

(8) . • • ''"=-^.l(7T?feJr 



(6) . . 



,.,,,|j,_,,-,«_Ç!é[,^]| 
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Quant aux formules que j'ai déduites des précédentes, elles 
s'écrivent, en supposant v^^, et ?2p remplacés par leurs expres- 
sions (5) et (6) et faisant toujours usage de la notation symbo- 
lique définie en commençant, 

(7) '''-*="rf^' 

Ce sont les formules (5), (6), (7) et (8) qui donnent la solu- 
tion complète du problème que nous avions en vue. 

Pour la démonstration des formules (5) et (6), je renverrai 
à la Note de M. Gesâro(*), où elles ont été données, et je me 
contenterai d'indiquer la démonstration (**) de mes nouveller 
formules (7) et (8), ou plutôt de la première d'entre elles, cas 
les deux démonstrations sont tout à fait analogues. 

Appliquant à l'expression (S) de Vzp l'opération désignée sym- 
boliquement par ^, on a, en écrivant S pour S ^, ' 

Si l'on porte les valeurs (5) et (9) de v^^ et -^ dans (4), il 
vient 

(un) ' *='' ( 2»-* / ^'S • \ 

("»■ • •■v.-lf;,|Î7r(-s-^'"'?) 



Si nous écrivons S j^. sous la forme 



Cl * 

^P(!2r,)!(2r0!...(2r.)! 



(*) Nouvelles annales de mathématiques^ 3* série, t. VII, p. 464. 
(**) J*ai communiqué dernièrement cette démonstration à la Société mathéma- 
tique de France. 
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nous voyons que 



da^ ^ (2r,) ! (2r,) ! ... (âr*) ! ... (âr,) ! * 
Mais, de (2), on déduit 

da Oq 

Transformant la formule précédente au moyen de celle-ci, e 
tenant compte de la condition r| -+- r, h- •• h- r< = p, on voi 
que 

dâ flo ''(2rO!(2r,)!...(2rA)!...(2r,)!'*" a^ , 
d*où 

cio3^ — 2pa,b=b 



h=^l 



da '^ \ ,(2r,)!(2r,)!...(2r*^!...(2r,)! 



Or, le second membre de cette expression n'est autre chose, 
avec notre notation, que ^. La formule (10) devient donc 






ou, en rapprochant de (5), 

dv 



da 



La formule (7) se trouve ainsi établie. La démonstration de la 
formule (8) est analogue avec cette différence que c'est la for- 
mule (4) qui y joue le rôle rempli ci-dessus par la formule (11). 

Voici un exemple d'application : 
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Les formules (5) et (6) de M. Cesaro donnent 

(pc -4- 30avp4 -^ 60(p{ 

Au moyen de mes formules (7) et (8), j*en déduis immédia- 
tement. 

Çy H- 30 (çicp, -*- (pjÇ*) -♦- iSOcpîÇj 

t?7= , 

97 = floi/'? — 30aî (t?,V5 -♦- V5V4) -♦- 360 vjvj. 

On retombe bien ainsi sur les formules qu*avait données le 
calcul de proche en proche, et qui figuraient dans ma Note de 
Tan passé. 
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NOTICES PALÉONTOLOGIQUES 

(Cfr. Annales de la Société scientifique, 4887, p. 308.) 



PAR 



Tabbé «érar» SMETII 

docteur en sciences, 
professeur au Collège épiscopal de Hasselt. 



Parmi les nombreux poissons fossiles rencontrés dans nos 
terrains bruxelliens, il n'en est guère de plus intéressant, que le 
Silurus Egertoni, Sow., qui s*y rencontre assez rarement. 

Les Siluridœ sont des poissons d eau douce : leur tête est 
large et déprimée, leur armature dentaire est puissante; la peau 
est nue ou couverte d'une cuirasse formée par des écussons 
osseux. Agassiz en faisait des Gmwïdes; Muller les a classés déG- 
nitivement dans les Physostomes. Cette famille renferme actuel- 
lement un assez grand nombre de genres et d espèces, répandus 
dans les rivières des pays chauds; mais jusqu'ici elle esl peu 
représentée durant les âges géologiques. 

Dans la collection de M. Delheid, nous avons trouvé, sur un 
fragment d'une roche blanche, des écussons osseux de la région 
occipitale de Silurvs Egertoni^ Sow., en dessous desquels nous 
observons dans la roche des débris indéterminables de crâne. 
Ces fossiles ont été rencontrés à Saint-Gilles, dans le sable 
quartzeux (bruxellien). 

Les écussons sont couverts d'un grand nombre de tubercules 
arrondis, ne ressemblant pas complètement aux granulatior^ et 
aux vermiculations des écussons osseux du Silurus glanis actuel. 
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La table externe des écussons est recouverte d'une mince 
couche d'énoiail d'une blancheur éclatante. Le seul écusson bien 
conservé est le sus-occipital; il porte en arrière une crête 
médiane bien accentuée et 1 ecusson, au lieu d'être plat comme 
chez le Silurus glanis actuel, forme un angle dièdre obtus. Au 
milieu de la longueur de Técusson, la crête disparait et Tos 
s'aplatit davantage et il se termine en une pointe aiguë se pro- 
longeant un peu entre les écussons pariétaux. En avant aussi, un 
certain nombre de tubercules se disposent en séries rectilignes. 

La largeur de cet écusson est de 50 millimètres, sa largeur 
de 32, son épaisseur de 2 à 3 millimètres. 

Sur les côtés du sus-occipital, quelques fragments des épio- 
tiques et des pariétaux sont encore en place. 

La disposition relative des écussons osseux, nous semble-t-il, 
rappelle mieux celle de l'esturgeon que celle des Silures actuels. 

Outre l'intéressant fait de distribution géologique, ces fossiles 
montrent que ce Silurus avait probablement un crâne moins 
aplati, dans la région occipitale, que la plupart des représen- 
tants actuels de cette série. 

II 

La même collection renferme deux os allongés : 

a) La moitié supérieure d'un humérus trouvé dans le laeke- 
nien, gravier de la base, localité Saint-Gilles; 

6) Un autre fragment de diapliyse d'un os allongé, arrondi 
d'un côté, plus aplati de l'autre, trouvé dans le même gravier, 
à Tenbosch. 

Le premier os a tous les caractères de l'humérus de crocodi^ 
lien procœlien^ notamment des Gavialidés, par la forme de sa 
tète, de son trochanter, de la gouttière, etc.; complet, il pouvait 
atteindre 16 à 17 centimètres de longueur. 

Le second os parait être un fragment de radius d'un croco- 
dilien. 
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On a signalé (') très rarement la présence d*un erocodilien 
Gavialis Dixoniy Owen (^), dans le bruxellien et le gravier de la 
base du laekenien. Nous croyons devoir attribuer ces deux os au 
même animal. 

Comparaison faite avec Thumérus des crocodiliens procœliens, 
rhumérus de la collection de M. Delhcid montre aussi une 
grande affinité avec celui de Bolops obscurus (^), de Cope. 

Au dernier moment, nous recevons de M. Delheid un nouvel 
envoi de fossiles : nous y trouvons 2 vertèbres caudales de ero- 
codilien et 2 sentes osseux, trouvés également dans le laekenien, 
gravier de la base, Saint-Gilles. Ces pièces nous semblent appar- 
tenir au même Gavial^ elles montrent que ce reptile y était plus 
fréquent qu'on ne Ta cru jusqu*ici. 

M. de la Vallée Poussin, notre éminent professeur de géologie, 
attire notre attention sur Timportance de la découverte d^animaux 
d*eau douce dans ces étages géologiques et sur la nécessité de 
consigner ces faits de distribution. Il nous montre, en même 
temps, le parti que le géologue pourra tirer de ces faits pour 
rinterprétation des terrains. 



(1) DIXON, The geol, and fota, of the tert, and cretac, form, of Sussex^ p. â08. 
(*) Owen, Palœontographical Society, 1849, tab. X. 

(S) GOPE, Transaction of the American philosophical Society, vol. XIV. 4874, pi. IV, 
fig. 2. 
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LES 



CHELONEES RUPELIENNES 



PAR 

l'abbé GéRARD SMETS 

docteur en sciences, 
professeur au Collège épiscopal de Hasselt. 



Nous avons publié (0> dans les Annales de la Société scienti- 
fiquCy quelques notices bien incomplètes sur les Chélonées rupé- 
liennes, d*après des matériaux, qui nous avaient été confiés par 
M. le professeur P.-J. Van Beneden. 

La collection de M. Delheid, si généreusement mise à notre 
disposition, renferme de nombreux restes de ces animaux, ce qui 
nous permet de donner la diagnose de ces intéressants reptiles. 

Presque tous les os du squelette, et appartenant à des individus 
de tous les âges, sont représentés dans cetie collection et parfois 
répétés plusieurs fois. Malheureusement, beaucoup de ces fossiles 
sont à rétat fragmentaire. Deux individus, conservant une partie 
de leur squelette osseux, ont été parfaitement bien montés par 
M. Sonnet, du Musée de Bruxelles. 

Récemment encore, M. Richard Slorms, notre savant collègue 
de la Société scientifique, nous a envoyé gracieusement un bon 
nombre d ossements provenant de la même argile rupélienne 
(oligocène moyen) et appartenant aux mêmes animaux. 

Au début de ces études longues et ingrates, nous avions cru 
devoir établir plusieurs espèces, mais Texamen approfondi des 



(«) D»- SuETS, Les tortues ruptbcnncs. (Annalf:s, 188.*), p. 12; -- id. Chelone Van 
Benedenii, im\, p. 1C9; — id. Chchue IVaterkeynii, 1887, p. 2i)l i — id. Chelyopssi 
littoreus, 1887, p. 304.) 
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ossements démontre que ces centaines de pièces se répartissent 
S('ulemeni entre deux espèces bien distinctes : Chelone Van Bene- 
denii (*), Smels, et Chelone Waterkeynii (*), Van Ben. 

Aujourd'hui que nous avons des matériaux si étendus, notis 
pouvons non seulement compléter^ mais également corriger nos 
notices antérieures : Les pièces que nous avons attribuées à 
Chelyopsis littoreus appartiennent : la vertèbre dorsale et Filion 
à Sphargis (Psephophorus) rupeliensis, les autres pièces (rhume- 
rus et écaille costale) à Ch. Van Benedenii, et, par conséquent, ce 
premier nom rentre dans la synonymie. 

Les pièces de la tète et du cou, attribuées (') à Ch. Van Bene- 
denii, dans une notice précédente, appartiennent à Ch, Waler 
keynii. 

Dans deux publications magistrales (^), Rulimeyer a démontré 
que les véritables Chelonées (tortues marines, à Texelusion des 
Sphargis) sont plus rares aux âges géologiques qu'on ne le 
croyait jusqu'alors. En dehors de quelques espèces bien définies, 
le reste des toriues exhumées des couches plus anciennes que le 
milieu de Tère tertiaire, et décrites comme Chelone, ainsi qu'un 
grand nombre d'autres tortues de ces époques reculées, présen- 
tent des caractères de collectivité, qui placent ces animaux de 
transition entre les tortues paludines et les véritables Chelonées, 

Tels sont les animaux désignés, par ce savant chélonographe, 
sous le nom de Thalassémydes (*), Thalassochélydes (*), Chélo- 
némydes (J). 

Les tortues rupéliennes sont de vraies Chelonées, comme le 
démontrent : 



(*) Smets, Annales de la Société scientifique, i88o, p. iS. 

(*) Van Beneden, Bulletins de l'Académie royale de Belgique, t. XXXI, p. iâ,i871. 

(S) Smets, Chelone Van Benedenii (Annales, etc^ 1886, p.Hl à i19. 

V*) L. RUTIMEYER, Die fossilen Schildkrôten von Solothurn undder ubrigen lurafor- 
motion, Zurich, 1878, — id. Veberden Bau von Schale und Schàdel bel lebenden und 
fossilen Schildkrôten, etc. (Verh. der Naturf. Gesel. in Basel, i874 à i878.} 

(5) RuTiMEYER, L'eber den fiau,etc., p. 89. 

(8) RuTiMEYER, Dic fossUcn Schildkrôten, etc., p. i39. 

C) RuTiMLYER, ibid., p. i70. Notre avis est cependant que ces Chélonémydes sont 
de véritables Thalassites. 
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a) la carapace plate et cordiforme, avec des fontanelles persis- 
tantes. 

6) le plastron digité et également avec fontanelles persistantes 
durant tous les âges. 

c) la structure de la voûte du crâne protégeant les muscles 
temporaux. 

d) le coracoïdien. 

e) la série des os marginaux. 

f) les membres, notamment Thuniérus et le fémur. 

g) les doigts grêles et très allongés. 

Elles sont donc construites d'après le type Chelone, si bien 
décrit par Rutimeyer. Elles présentent néanmoins quelques 
caractères intéressants rappelant de loin les tortues d*eau douce, 
mais CCS caractères ne sont pas sufiisants pour les distraire de la 
famille naturelle des Cheloniidœ, pas plus que les quelques 
caractères émydoïdes (*) (coracoïde, bassin, ptérygoïdien) de 
Ch, Hofpmanni ne sauraient motiver Texclusion de cet animal de 
la même famille. 

Chcto—9 Vnn Bmncdim»%ii, 

Cette tortue s'écarte (*) du type Chelone actuel par les carac- 
tères suivants : 

l"" Les choanes s'ouvrent à la partie antérieure de la voiJte du 
palais et ne sont pas bordés en avant par les palatins (restaura- 
tion de la tète d'après des fragments) ; 

2^ Le bassin, semblable à celui de Ch. Hoffmanni, rappelle 
dans son ensemble le bassin des Emydes, comme celui de la 
tortue crétacée ; 

y II n'y avait que deux écailles sus-caudales. 

Comme caractères spécifiques et distinctifs, on peut encore 
donner : 



(*) ROTIMEYER, Dlefossilen Schildkrôten, etc., p. 151. 

(*) En décrivant les tortues, nous nous appuyons principalement sur la riche collection 
de M. Delbeid; si le contraire a lieu, nous citerons la collection de BI. Van B«neden ou de 
M. Storms. 



^^ 
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1° La base ou le talon du quadratum est assez allongée; 

2° Les vertèbres cervicales, à partir de la sixième, ont des 
centres avec des condyles et des cavités articulaires élargis et 
presque subdivisés; 

3* Les pièces costales sont relativement peu ossifiées suivant 
leur longueur, bien que leur épaisseur soit notable; Tossification 
n*avance pas au delà des ^/^ de la longueur totale de la côte à Tâge 
adulte : les fontanelles de la carapace sont, par conséquent, 
énormes; 

ht" La dernière pièce sus-caudale a une forme spéciale; elle 
affecte la forme d'un V renversé dont les deux branches sont 
soudées de part et d*autre aux huitièmes écailles costales et lais- 
sant entre elles un espace triangulaire ; 

5*^ Le bord osseux marginal était incomplet en arrière, ou 
peut-être cartilagineux; il n'y avait pas de pièce pygale, pas 
même à l'âge adulte. 

L'examen surtout des nombreuses pièces costales de tous les 
âges et de toute grandeur montre qu'il existait deux variétés de 
Ch,, Yan Benedenii; nous constatons un fait analogue chez 
Ch. Waterkeynii. 

La première a des pièces costales relativement larges et peu 
épaisses; la seconde a des pièces moins larges et plus épaisses. 
Nous croyons que ces différences sont sexuelles, la première ren- 
fermant les femelles, la seconde les mâles. 

Chez Ch. Van Benedenii, la croissance se poursuivait encore 
longtemps après que l'animal avaitacquis tous les attributsde l'âge 
adulte. Nous avons des humérus avec le canal ectépicondylien 
parfaitement formé et qui atteignent seulement la moitié de la 
taille d'humérus d'animaux adultes. Les changements qui sur- 
viennent avec l'âge sont parfois considérables : ils portent sur 
l'accentuation des cavités et des condyles articulaires, des apo- 
physes, et sur l'ossiGcation des cartilages qui recouvrent les 
extrémités des os et notamment l'extrémité disiale de l'humérus. 

Dans notre première notice sur cette tortue, nous avons 
attribué à la carapace une longueur de 80 centimètres environ. 
L'exemplaire monté par M. Sonnet atteint cette taille, avec une 
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largeur de carapace de près de 60 centimètres : la carapace est 
aplatie et cordiforme; sans doute, à cause des énormes fonta- 
nelles, elle se brisait facilement sous la pression, car nous possé- 
dons peu de pièces costales entières. 

Tête. — Os nasaux absents, comme dans toutes les chélo- 
nées. Frontal prenant part a la formation du bord orbitaîre 
(collection de M. Storms). Voûte du crâne excessivement épaisse 
et construite d'après le type Chelone. Quadralum, analogue à 
celui des Chelone actuelles, avec une large cavité de Toreille 
moyenne, un talon articulaire allongé; l^^ptérygoïdien se soude 
au quadratum à une certaine distance de l'extrémité distale. 

Sus-occipital très développé, du moins à Tàge adulte et dépas- 
sant notablement la voûte (') du crâne et le squamosal et s'ap- 
puyant sur Popisthotique par une surface dentelée et par deux 
gouttières semi-circulaires; ces deux gouttières, en croissant, 
situées de part et d'autre du foramen magnum à la base du sus- 
occipital, sont assez singulières. Malheureusement, nous n'avons 
pas de crâne désarticulé de Chélonée actuelle pour constater la 
présence ou l'absence de ce caractère dans les tortues actuelles. 

A l'âge adulte, le maxillaire a un bord très élevé et très tran- 
chant, mais il est plus arrondi dans le jeune âge. 

Région cervicale. — Il est, en général, très difficile d'assigner 
avec certitude sa place à une vertèbre cervicale de Chélonée 
rencontrée isolément, parce que non seulement la nature de leur 
centre varie d'une espèce à l'autre, mais encore d'un individu à 
l'autre, dans les limites de la même espèce. 

Nous admettons que la région cervicale de Ch. Van Benedenii, 
est construite d'après le type habituel chez les Chélonées, c'est- 
à-dire que la quatrième vertèbre est biconvexe, les précédentes 
convexo-concaves, les dernières concavo-convexes, ce qui est 
d'ailleurs confirmé par la forme des vertèbres que nous possé- 
dons. 



(*) On sait que cette crista occipitali» du sus-occipital ne dépasse pas le mastoïdien 
chez Sphargts et Th. Caouanna, mais bien chez Ch. Mydat et imbricat<tj 
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Les premières vertèbres cervicales ont des crêtes ventrales 
énormes, diminuant dans les dernières vertèbres de cette région, 
de même des talons allongés et des volumineuses paradiapo- 
physes. Nous ne trouvons pas de trace de côtes cervicales. 

A partir de la cinquième vertèbre, le centre s'élargit notable- 
ment dans le sens transversal, et la cavité articulaire correspon- 
dante de la vertèbre suivante se modifie dans le même sens. 

A la face ventrale, près de lextrémité céphalique, la sixième 
vertèbre verticale porte, de part et d^autre de la ligne médiane, 
un tubercule qui semble avoir été en rapport avec une hypapo- 
physe. Nous en avons trouvé un analogue chez ThalassO" 
cheltfs caouanna, mais seulement d'un côté de la ligne médiane. 
Cuvier et Paul Gervais (*) ont représenté des hypapophyses 
dans la région cervicale, le premier chez Ch. Mydas^ le second 
chez Sphargis. 

La tète de la huitième vertèbre cervicale est peu pédiculée ; 
Tapophyse épineuse de cette vertèbre est aplatie et triangulaire ; 
c'est sur cette surface triangulaire que se fait la rotation de la 
vertèbre sur la pièce nuchale. La face caudale des neurapo* 
physes {neuroïdes, Baur) (*) est légèrement excavée, ce qui 
montre, ainsi que les caractères de la pièce nuchale et du crâne, 
que la tête n'était pas rétraciile sous la carapace. 

Région dorsale et caudale. — Les vertèbres dorsales sont 
très rares; elles ne nous semblent pas posséder des caractères 
particuliers et suffisants pour les distinguer de celles de Ch. Water- 
keynit. Même, à moins d'avoir une série complète, on ne peut 
déterminer la place à donner à un corps de vertèbre trouvé iso- 
lément, parce qu'ils ont des caractères variables avec l'âge et la 
position qu'ils occupent dans la série. Ils semblent plus arrondis 



(*) Paul Gervais, Ostéologie du Sphargis Luth, p. S09 et pi. VllI, fig. i. 

(*) Baur {On ihe morphology of the Ribs, American Naluralisl, october 4887, p. 942) 
dit avec raison : « Owen's names neurapophysis and pleurapophytes are not correct; 
the neural and pleural arches are no processes of the vertebrœ, but are distinct parts » 
et il les appelle neurotds et pleurcUds, 
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que dans la Ch. Wnterkcynii; les premiers sont cependant caré- 
nés à la face ventrale. 

Nous possédons des fragments de verièbres caudales, dont les 
neuroïdes sont soudés au corps; leurs petites dimensions Indi- 
quent une queue réduite et composée d'éléments semblables à 
ceux de la queue des Ghélonées actuelles. 

On peut voir que ces vertèbres caudales présentent aussi la 
dissymétrie caractéristique des vertèbres caudales des Chéloniens, 
sur laquelle nous avons attiré (*) Tattention des naturalistes. 
Depuis lors, ayant eu Foccasion d'examiner encore plusieurs 
squelettes de Chéloniens, notamment au Muséum à Paris (^), 
nous avons pu constater que cette dissymétrie, se manifestant 
surtout dans les zygapophyses, et que ralternance des mêmes 
modifications tantôt à droite, tantôt à gauche, étaient assez géné- 
rales dans les Chéloniens. 

Des paradiacostoïdes sacrées isolées ont été retrouvées parmi 
les ossements de cette espèce; elles se coossifient intimement et 
de bonne heure avec la huitième pièce costale. On trouve de ces 
pièces costales isolées, portant à leur face ventrale des apo- 
physes, dirait-on, et on croirait que Tilion se réunit à la carapace 
par suture, comme on l'observe dans beaucoup de tortues palu- 
dines. Ce ne sont que des restes de paradiacostoïdes brisées 
soudées intimement avec la carapace. 

Carapace. — Série neurale. — La pièce nuchale est large et 
assez aplatie ; son bord est fort concave. 

La plupart des pièces suivantes sont hexagonales; quelques- 
unes sont légèrement bombées suivant la ligne médiane; la série 
neurale semble avoir été complète. 

La dernière, deuxième sus-caudale, a des caractères tout à 



I*) D' Smets, Notice ontéoingique. Muséum de Louvain, i887, p. 394. 

(*} Il nous est bien agréable de saisir celte occasion d'exprimer notre plus vive prati- 
tade k M. le professeur Gaudry et aux savants naturalistes du Muséum, MM. Fischer et 
H Genr ais, de leur gracieux accueil et de leur empressement à mettre à notre disposition 
les riches collections du Muséum. 
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fait particuliers. Comme nous l'avons déjà dii, elle a la forme 
d'un V renversé, dont les deux c<ïté^ sont soudés aux huitièmes 
pièces costales; elle présente, par conséquent, une échancrure 
en arrière, dont les bords sont amincis, ce qui indique qu'elle 
n'était plus suivie d'une autre pièce osseuse, dont d'ailleurs nous 
ne trouvons aucune irace ni aucun vestige. 




CoililciVIlatVUltl 



Dans les Ckeloniidœ, c'est toujours la deuxième sus-caudale 
qui touche aux bords latéraux de la huitième pièce costale ; nous 
devons donc assigner cetie place à la pièce que nous décrivons. 
On sait que, dans les Cheloniidœ, il y a généralement trois sus- 
caudales, une chez les Ohélydes, deux chez les Ëmydeîi. 

Sériel dorsales. — La rarapacea huit paires de pièces costales 
ei élail recouverte de treize plaques cornées. Elle était assez 
n|)latie, cordiforme, relativement lai^c; les {lièci-s costales sont 
peu ossifiées. 

La première côte est petite comme dans la plupart des Chélo- 
niens actuels. 

Cor.irstreinenl è ce que i.ous avions cru dés l'abord, les pièces 
Isolées de la carapace ne fournissent que des indiea'ions 
très incomplètes, fallacieuses parfois, pour la distinction des 
espèces; les variations sont très grandes suivant les âges, d'un 
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individu à l'autre. Rutimeyer(Oa bien montré le peu de valeur 
à attribuer aux caractères des pièces osseuses, prises isolément : 
« So gut wie die Horndecke, dit-il, so gut darf die darunter- 
liegende Knochenkruste nicht etwa in den einzelnen Stiicken, 
sondern nur als eine allmâhlich wachsende und immer sich ver- 
ândernde Gesammtheit beurtheilt werden, und kann namenllich 
nur so Werthe liefern, die unter sich verglichen werden dùrfen. 
Will mann nicht mit unverstândiichen Einzelheiten spielen, so 
muss man die Knochenschale..., unter allen Umstânden als 
Ganzes, die Form des einzelnen Knoehenstûckes aiso nur in 
Beziehung zum Gesammtbau beurtheilen; sowohi wenn es sich 
um die Beurtheilnng eines einzelnen Lebensmomentes, als da 
wo es sich gar um die vom Wachstlium und Aller abhângigen 
Vcrânderungen dieser Mosaîk handelt. Maelit dies schon die 
Aufgabedes Auges nicht leicht, und namentlich sehr ermûdend, 
so istes aber noch >chwerer, fùr.-olche Colloctivwahrnehmungen 
nur irgendwie einenentsprechenden Ausdruck zu finden.Worte 
und Zahlen erweis en sich hiezu gleich ârmiich, und erinnern 
in empfindlicher Weise, wie wenig die Spraehe einstweilen den 
Leistungen der Sinne gewachsen ist. » 

Nous avons déjà figuré (*) quatre pièces costales de CA. Van 
Benedenii. Gomme dans les terres rupéliennes les fragments 
(le la carapace sont très répandus, nous donnerons sommaire- 
ment les caractères permettant de distinguer, avec une certaine 
probabilité, les pièces isolées de deux reptiles ; mais aucun des 
caracières n'est constant, ni rigoureux. 

La carapace de Ch. Van Ben. est, comparativement à celle de 
Ch. Waterk,, moins longue que large ; dans la première, la lon- 
gueur de la carapace est à sa largeur comme 4: 3; dans la 
seconde, la longueur est à la largeur comme 5 : 3. Ges diffé- 
rences peuvent s'atténuer ou s'exagérer avec Tàge. 

Les pièces costales de Ch. Van Benedenii sont généralement 
plus massives, plus épaisses que celles de la seconde tortue; 



(*) RcTiMtTER, Veber den Bau, etc., p. 9 

(*) Smets, Ch. Van Benedenii, op. cit., pp. i!24, 425 et 426. 
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néanmoins les pièces des individus mâles delà seconde atteignent 

l'épatssetir des pièces des femelles dans la 

première espèce. Les côies foni gènèrale- 
meni moins saillie à la face ventrale des 
pièces cosialcs dans ta première ; il faut en 
excepier néanmoins les premières. La face 
ventrale présente moins d'ornemeniaiion, 
moins de rides que chez Ch. Waterkeynii. 
A partir de la 3* coslalc,les pièces osseuses 
sont légèremeni concaves à leur face dor- 
sale chez Ch. Walerkeynii, les premières 
sont plus convexes, plus arquées que dans 
la Chélonée de Van Beneden. 

Le prolongement de la côte au delà de 
la huitième pièce osseuse csi fort mince 
dans la tortue de Van Beneden, et n'at- 
teignait probablement pas la série margi- 
nale. 

Série marginale. — Les pièces margi- 
nales lies Chéloniens varient en nombre et 
en forme dans les individus d'une même 
espèce, dit-on ; eependani, c'est un fait 
*> cosiiic giucDE ^g^gj constant (') que, de chaque côté, il 

y a douze os marginaux dans les Chéinnées; les irois premiers 
ainsi que le dixième ne portent pas de trace d'insertion de c6te, 
(race que tous les autres portent plus ou moins accusée. Nous 
n'avons pas encore trouvé d'exception h cette règle, qui nous 
servira à donner leur place à chaque pièce marginale. 

Les trois premières pièces mai^inales ont leurs contours 
arrondis, elles sont aplaties et étendues en hauteur. Les suivantes 
sont carénées et à section triangulaire ; vers le milieu de la 
carapace, elles présentent une différenciation assez accentuée. 
Elles prennent, en section, la forme d'un V largement ouvert, 
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dont Toiiverture est tournée vers la carapace. Au delà, elles 
reprennent rapidement la forme triangulaire et deviennent minces 
et très élevées. La série marginale est incomplète en arrière, il 
n'y a pas de trace de pièce pygale. 

Dans les tortues actuelles, Tossification des pièces marginales 
débute par im point d'ossification dans chaque article de la série ; 
ensuite ces osselets séparés s'avancent les uns à la rencontre des 
autres. Dans trois individus différents de Ch. Van Benedenii 
(deux de la collection de M. Delheid, un de M. Storms), nous 
rencontrons le caractère suivant : A Tune des dernières pièces 
marginales ,à la onzième dans Tanimal adulte, à la dixième dans 
un jeune animal, s'ajoute uni par suture dentelée un petit os de 
25, 15 et de 23 millimètres de longueur dans le sens caudal, 
ayant dans son ensemble tout à fait la forme de la pièce précé- 
dente : mais son bord postérieur est arrondi et Fos semble avoir 
été prolongé par du cartilage : c'est évidemment la marginale 
suivante. 




BDLlL 



Dernières marginales: côté druil 




Dernières marginales : côté gauche. 



La répétition de ce fait montre que ce n'est pas à la suite d'un 
accident arrivé durant la vie ou après la mort que ce caractère se 
présente. 

L'ossification semblait donc suivre ici un autre processus que 
dans les tortues vivantes, et s'avancer, dans les dernières mar- 
ginales, d'avant en arrière. L'individu, monté par M. Sonnet, 



ost fort adulte, par conséquent la série marginale restait partiel- 
lement cartilagineuse dans tous les âges. D'ailleurs, parmi les 
centaines d*ossements de celte Chélonée^ nous n'avons pas trouvé 
un seul vestige de pièce pygale. 

Ce caractère, unique (*), croyons-nous, n'est pourtant pas éton- 
nant, ni une anomalie si Ton suit le développement de la cara- 
pace chez les Ghélonées actuelles. On sait (^) que dans celles-ci 
contrairement à ce qui a lieu chez les chersites « die forme der 
Schale im Ganzen wie im einzelnen auf rasche Ausbildung im 
vordern Theile, auf sehr almâhlichos auswachsen im hintern 
Theile, hinweist aiso in hohem Grade prosthcniseh erscheint. » 

Plastron. — Le plastron, avec ses fontanelles persistantes, 
ses digitations s étendant de dedans en dehors ou inversement, 
sans tendre à se relever, plastron de vrai Chclonée, n'offre rien 
de remarquable. 

L'épiplastron est assez large dans sa paru'e antérieure (4 cen- 
timètres dans un exemplaire) ; son bord antérieur interne était 
en relation assez étendue avec l'cntoplastron ; les hyoplastrons 
sont plats ainsi que les hypoplastrons et atteignaient, vers leur 
milieu, une notable épaisseur. Nous avons déjà décrit (^) et figuré 
le xiphiplastron, appartenant à la collection de M. Van Beneden. 

Membres. — Si les membres de tortues donnent des indica- 
tions précieuses pour déterminer la famille zoologique à laquelle 
appartient un animal, dans les limites d'un même groupe, surtout 
dans les Chèlonées^ ils n'offrent que peu de variations pour la 
distinction des espèces, voire même des genres. « Dans les tor- 
tues marines, disions-nous (*) au début de ces recherches, où 
les membres ne jouissent pas de mouvements étendus et servent 
principalement à la natation, il est très difficile de saisir les dif- 
férences existant entre les os des membres de deux espèces voi- 
sines, et, à moins de les trouver en place, on ne peut souvent 



(*) RUTIMEYEK, Ueberden Bau, elc, p. 15. 
(*) RuTiMEYER, ibid., p. 36. 
(') Smets, Ch, Van Benedenii, op cit., p. IÎ27. 
(*) Smets, Ch. IVaterkeyuii, etc., op cit., p. 297. 



— 205 — 13. 

les attribuer que dubitativement à une espèce déterminée. » 
Ajoutons-y les différences résultant de Page, du sexe, et enGn 
un autre facteur important, que Ton ne saurait méconnaître en 
présence d'ossements trouvés à des niveaux différents, les diffé- 
rences résultant de l'évolution des êtres, on comprendra les diffi- 
cultés que le paléontologiste a à surmonter, même qunnd il est 
en possession d'os intégralement conservés. 

Ceinture scapulaire. — Tous les os en sont conservés. L'omo- 
plate est très allongée et conserve, hormis à son origine, un 
diamètre restreint. 

L'extrémité distale des précoracoïdes est plus volumineuse et 
plus arrondie que celle de Fomoplate; les précoracoïdes se ren- 
contraient sur la ligne médiane. 

Le coracoïde est arrondi près de son origine et s'élargit 
au delà; sa face inférieure est rortemenl concave, caractère qui le 
différencie d'avec celui de Ch, Walerkeynii. 

A l'extrémité distale du coracoïde, le ligament fibro-carlila- 
gîneux s'étendant (*) jusqu'au précoracoïde est ossifié à son 
origine. 

Humérus. — L'humérus a la totalité des caractères C/ic/onoïrfe5(^). 
Nous l'avons déjà décrit dans une notice précédente. Les con- 
dyles sont très développés et le canal ectépicondylien est formé 
de bonne heure. 

Généralement les os de l'avant bras et de la jambe manquent 
ou on ne les rencontre qu'à l'état isolé : l'animal mort, les extré- 
mités non retirées sous la carapace étaient emportées par les 
courants. 

Bassin. — Dans un individu adulte les trois os du bassin sont 
solidement coossifiés entre eux. 

Les pubis sont synostosés entre eux sur la ligne médiane, par 
suite de Tossification du cartilage interpubien (prépubien?), ils 



{*) D' Gegenbaoer, Untersuchungen zur vergleicheuden Anatomie des Wirbelihiere, 
Leipzig, 4865, pp. 37 et :%, fig. 2 cl a de la planche III. 
(•) Cfr. DOLLO, Bulletin du Musée royal d'histoire naturelle de Bruxelles, l. V., p. 79, 
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forment en avant un bord convexe en arc de cercle; leur sym- 
physe se prolonge en nrrJère en pointe obtuse vers l'ischion. 
Leurs apophyses latérales s'infléchissent vers le plastron. 




Los ischions sont étendus en hauteur et aiietgnenl le maximum 
vers le milieu de leur longueur; là, ils envoient vers le plastron 
une apophyse inTérieure rappelant celle des tortues palndines, 
notamment celle des Chéiydes, où elle se coossifie avec le xiphi- 
plastron. 

Entre les pubis et les ischions, la large ouverture est réirécie 
vers le milieu, elle était séparée durant la vie par le cartilage 
unissant les pubis aux ischions, cartilage ossifié (') chez Ch. Uoff- 
manni. 

Ces trous ovalaires ont le grand axe dirige transversalement 
et non pas longitudinalement comme dans la Cliélonée de 
Maestricht. 

L'ilion, aminci et arrondi vers le milieu de sa longueur, 
s'élargit notablement à son extrémité distale et s'unit à la hui- 
tième costale par des ligaments. 



(■I WlNKLER, Des Inrtues foullei coniervéet dam le MuUe Tcyter, etc. Harlem, 1869. 
p. KG el pi. ViV, &g. iS. 
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Fémur. — Ce que nous avons dit de Thuniérus, on peut le 
redire du fémur; il a les caractères des C^e/ontïe/ce, sans posséder 
des caractères spécifiques. Il senible seulement que Taxe de sa 
tète est moins incliné sur la diaphyse, et elle est projetée plus 
en dehors que chez Ch. Waterkeynii. 

Tibia. — Nous rencontrons également ici sur la face interne 
concave une échancrure allongée, assez profonde, dont nous 
ignorons la véritable signification. 

Phalanges. — Au milieu des débris appartenant à cette espèce, 
nous trouvons quelques phalanges de la main et du pied : elles 
sont grêles, allongées et présentent des condyles articulaires 
faiblement indiqués. Nous en avons déjà figuré dans notre 
pnmier travail sur celte tortue. 

Dimension des os. — Voici les dimensions de quelques os 
d'animaux adultes : 



Humérus 170 millimètres. 

Omoplate 168 

Coracoïde 200 



Quatrième pièce costale, 



i Longueur. 290 

. < Largeur . 92 

( Épaisseur. 15 



Hauteur de la onzième pièce marginale 43 

Corde de Tare de la pièce nucbale 150 

Flèche 35 

LoDKueur d*une moitié de la sus-caudale ..... 70 
Dislance horizontale entre les deux branches de la 

deuxième sus-caudale 110 

Fémur 95 

Tibia 80 

Longueur de la suture des pubis 90 

Longueur de rilion * • . . 100 

Fschioi. ) '••'"»•""' • . • î» 

/ Hauteur maxima 25 

Grand axe d'un trou ovalaire 55 

Pelii axe longitudinal 30 

Paradiacostoîde sacrée (énorme) 90 

Hauteur du sus-occipital 79 
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GisRMENT. — Tous CCS ossemcnis sortent du rupélien de la 
Basse-Belgique (oligocène moyen). 

Localités. — Le plus grand nombre des restes de th. Van 
Benedenii a été rencontré à Steendorp; d'autres à Rupelmondr, 
Tamise, Terhaegen et BaseL 



CheMonm "WaiBwhmynii (')^ ¥«n Ben. 

Nous avons cru longtemps que cette tortue était de petite taille; 
nous avons trouvé, dans la collection de M. Delheid, quelques 
pièces, appartenant incontestablement à cette espèce et dénotant 
presque les dimensions de Ch, Van Benedenii; mais ces ossements 
de grande taille sont rares. 

Tête. — Rostre triangulaire, figuré (*) dans une notice précé- 
dente et attribué à Ch. Van Benedenii. 

Frontal ne prenant pas part, ou très peu seulement, à la for- 
mation du bord orbitaire. Voûte du crâne construite d'après le 
type Chelone (^). 

Qiiadratum d'une forme spéciale : la cavité de Toreille 
moyenne est rétréeie et étroite; les ptérygoïdiens se soudent 
presque jusqu'au bord distal, par conséquent le talon articulaire 
est peu développé. 

Sus-occipital semblant s'élever moins haut que chez l'animal 
précédent. 

Palatins non soudés au-devant des choanes et étendus en 
hauteur. 

Courte symphyse à la mandibule. 

Région cervicale. — Les vertèbres cervicales sont relativement 
plus hautes que chez Ch. Van Benedenii. 



(*) Van Beneden, UuUeims de l'Académie royale de Belgique^ t. \X\I, p. 15,4871. 
(*j Smets, Chtlone l'an Benedenii, op. cit., p. 411. 
(5; RuTiMETER, i'eber den Bau, etc., p. 56. 
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La tête et les cavités articulaires des dernières vertèbres ne se 
subdivisent pas en deux têtes ou deux surfaces, pas même dans 
la dernière articulation du cou, qui est généralement subdivisée 
chez les tortues marines. 

Les tètes articulaires, ou plutôt le prolongement du centre 
au delà des ncuroïdes, de la 5" et de la 7* vertèbre, sont longue- 
ment pédiculées; la 6" vertèbre nous manque. 

La ?• a une apophyse épineuse très élevée et élargie transver- 
salement. 

Par ces caractères, Ch. Waterkeynii s'écarte sensiblement des 
Chélonées actuelles et se rapproche également des tortues palu- 
dines. Il est incontesitable que la région cervicale était très 
mobile, ce qui est confirmé par une véritable cupule, excavation 
profonde de la face caudale des neuroîdes de la 8"" cervicale. On 
sait que cette face est en rapport avec un muscle spécial aux 
Chéloniens, muscle qui de Fintérieur de la carapace, attaché aux 
intervalles compris entre les côtes et les vertèbres, sous leur 
bifurcation, vient en se dirigeant d'arrière en avant se porter sur 
la face postérieure des neuroîdes de la 8* cervicale, qu'il doit 
tendre à relever par ses contractions. Cette excavation des neu- 
roîdes semble montrer que la région cervicale de cette tortue 
avait des mouvements plus étendus que celle des tortues marines 
actuelles, ce que confirment d'ailleurs des apophyses épineuses 
élevées et des insertions musculaires mieux accentuées. Même 
en présence de la pièce nuchale à bord antérieur relativement 
peu concave et de la convexité des premières pièces costales, on 
pourrait se demander si cette tortue ne retirait pas la tête sous la 
carapace» bien qu'elle eut les muscles temporaux protégés par 
une voûte osseuse. 

Vertèbres dorsales. — Un certain nombre de corps verté- 
braux de la région dorsale sont conservés; ceux des premières 
vertèbres sont earênés et les suivants plus ou moins arrondis à 
leur face ventrale, et leur eanal médullaire est plus élargi. Chez 
la plupart, on rencontre, parfaitement conservée, l'échancrure 
médiane triangulaire, à la face cêphalique et caudale, comme on 
l'observe dans la Caoxianna, 

XII. U 
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Carapace. — Série neurale, — La pièce nuchale a le bord 
antérieur peu concave; elle porte une apophyse triangulaire 
ventrale assez élevée dans le jeune âge. Les pièces neurales sui- 
vantes sont grossièrement hexagonales, mais leur bord céphalique 
est souvent concave ou échancré, comme on Tobserve dans 
Plesiochelys Sanctœ Verenœ, Rutimeyer (*). Les pièces suivantes 
deviennent irrégulières, se réduisent et s*arrondissenl et quel- 
ques-unes sont complètement entourées par les pièces costales, 
comme cela a lieu aussi dans Thalassochelys caouanna de nos 
jours. Nous trouvons ce caractère chez la tortue montée par 
M. Sonnet, mais de plus nous avons quelques pièces neurales 
isolées, arrondies, caractère qui ne se re/icontre que là où les 
pièces costales se rejoignent sur la ligne médiane. 

La dernière sus-caudale rappelle complètement la même pièce 
de la Caouanna et elle rencontre la pièce pygale. 

Séries costales. — Dans les premières costales et dans le jeune 
âge surtout, les côtes font fortement saillie à la face ventrale; 
ces pièces sont arquées. Aussi la carapace est-elle assez convexe 
dans la partie antérieure. 

Les stries décrites dans notre premier travail, véritable orne- 
mentation des pièces costales, si elles ne sont pas constantes, se 
rencontrent fréquemment. 

En tenant compte de l'épaisseur et des proportions relatives 
des dimensions des écailles, cette tortue présente aussi deux 
variétés. 

La première côte est réduite et elle se place parallèlement à la 
seconde. 

La carapace s'aplatit au delà des premières costales; elle est 
proportionnellement plus allongée que celle de sa congénère 
rupélienne et elle se termine presque en pointe. 

Les pièces costales sont généralement ossifiées sur une plus 
grande étendue que dans la tortue de Van Deneden. 

Avec Tâge, la table externe perd de son poli, devient plus ru- 
gueuse, quasi vermiculée et la trace des écailles cornées disparait. 



(*) RUTIMKYER, Diefosxilen Schildkrôien von Solo(hurn, etc., pi. X, fig. 8, 9 et 10. 
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Parfois cède alténlion provient de la désagrégation acciden- 
telle de la table externe (*) par des eatix char- 
gées d'acide carboniqueou d'eaux sulfureuses. 
Comme les vermiculaiions sont assez régu- 
lières el disposées dans le même sens, nous 
ne pouvons admettre ici cetie cause d'altéra- 
tion. Serait-ce un indice de la disparition des 
plaques cornées el de leur remplacement par 
une peau molle? Nous ne le croyons pas non 
plus. 

Nous savons (*) que les pièces costales se 
développent en épaisseur par l'adjonciion à la 
table externe ou à l'interne ou aux deux, de 
minces couches osseuses qui font disparaître 
parfois les sutures entre deux pièces costales 
consécutives, ainsi que l'impression des 
écailles cornées. 

De plus, entre les écailles cornées et les 
pièces osseuses de la carapace, ît y a une 
mince membrane vasculaJre (^), aux dépens 
CM « g»iic e. j^^ éléments de laquelle doivent se former 
les lames osseuses dorsales nouvelles; rien d'étonnant que, à 
l'endroit des canaux vasculaires, la carapace montre dos sillons 
et des vermiculaiions vasculaires semblables à celles des Trionyx. 
Si dans quelques tortues, telle que Ch. Van Benedenii, les 
impressions des plaques contées s'accentuent avec l'âge, la cause 
doit se trouver dans un processus difiërent du développement 
des pièces osseuses en épaisseur, tantôt dorsalement, tantôt 
ventralement ou même bilatéralement. 

La 8* costale porte également des restes de paradiacostoïdes 
sacrées intimement soudées avee elle. 




[<] RuTiHGiEEi, Utbtrden Baa, tic., p. 119. 

(*) RuTiHETEtl, Dltfasilteii Schildkrôlen, clc, p. 15. 

(S) Smets, Noiet lur troit leilHdtnidei de VAfriqnt auifroie (Aniules DR LA SociËTt 

[£ DE Bbuieu-es, 1886, p. fhl 
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Écailles marginales. — La série en est complète dès le jeune 
âge. Les pièces antérieures sont arrondies; les suivantes caré- 
nées ; celles du milieu de la région ont une section en Torme de 
V moins accentuée que celle de Ch. Van Benedenii; au delà 
elles s'amincissent et gagnent en hauteur et ont une section 
triangulaire. Tandis que dans la Chèlonée de Van Beneden les 
marginales 10, 11 et 13 ont à peu près la même hauteur, ici In 
hauteur augmente jusqu'à la 12™'. 




'glnalm cl pygBls. 

La pièce pygale est quadrangulaire ; elle est épaisse à son 
bord céphalique où elle est rencontrée par la 3' sus-caudale; 
elle est mince à son bord caudal et légèrement concave à sa face 
ventrale. 

Plastron. — Il est inutile de décrire le plastron dans ses 
détails, étant composé d'os ^analogues à ceux du plastron des 
vraies Ghélonées. Il est plus convexe, 
relativement plus volumineux et plus 
ossifié que celui de CA. Van Benede^ 




nii. L'épaisseur de ses pièces est 

parfois noiable, notamment celle 

de l'hyoplaslron; par contre les 

xi phi plastrons sont réduits. Ces 

derniers sont dentelés sur leurs ^^P- " "p'''p'"""- 

bords; cependant celui que nous avons déjà figuré ne présente 
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pas ces dentelures. Dans les torcues marines actuelles, les xiphi- 
plastrons convergent Tun vers l'autre à leur extrémité distale, 
ici ils semblent le faire moins. 

La variété à test osseux plus épais se reconnaît également dans 
le plastron plus ossifié, plus convexe et par une taille moindre : 
ce sont autant de signes du sexe mâle. 

Membres. — Dans notre première notice sur cette charmante 
tortue, nous avons déjà figuré et décrit divers os de la ceinture 
thoracique et abdominale, ainsi que des membres. 

Le coracoïdien est moins concave que celui de Tautre Ghélonée 
et il reste bien mince, hormis à son origine dont l'épaisseur 
contraste avec celle du reste de Tos. 

Généralement Thumérus a une diaphyse plus aplatie et plus 
mince, tandis qu'il est plus arrondi dans Tauire. Le canal ectépi- 
condylien est rarement fermé, il n'y a donc qu'une échancrure : 
un humérus brisé, trouvé à Niel, mais pouvant atteindre au 
moins 15 centimètres, n'a encore qu'une échancrure eclépicon- 
dylienne. Dans l'extraction, plusieurs humérus ont été brisés 
vers le milieu de la longueur, où la diaphyse est assez faible. 

Les os des membres, appartenant à des individus ayant acquis 
toute leur taille, sont fort rares, aussi bien que les pièces cos- 
tales. On dirait que ce sont les sujets les plus faibles, les plus 
jeunes de ces animaux pélagiques qui sont venus échouer sur les 
plages de la mer rupêlienne. 

Ch, Waterkeynii avait des membres abdominaux assez réduits; 
ainsi l'ensemble des caractères semble indiquer que cet animal 
était plus adapté que le premier au séjour dans la haute mer. 

Le bassin est réduit ; ses éléments sont grêles, fragiles et con- 
servés à l'état fragmentaire. 

Le pubis a la forme de celui des Thalassites actuels et le carti- 
lage intorpubien n'ossifiait pas. 

Nous avons déterminé un certain nombre de phalanges trou- 
vées avec les restes de la tortue de Waterkeyn, mais en l'absence 
de toute différenciation et de tout caractère particulier, il est 
inutile d'y insister. 
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En somme cette tortue représente, à quelques caractères près, 
les tortues marines actuelles; elle semble se rapprocher beau- 
coup de Thalassochelys caouanna, bien que sa carapace ne fût 
recouverte que de 15 plaques cornées. 

Gisement. — Comme Ch, Van Benedenii. 

Localité. — Steendorp, Rupelmonde (assez fréquent), Niel et 
Terhaegen. 

Dimension. 

^ ^ , ^ ( Longueur 42 centimètres. 

Tortue montée : Carapace } , ^- 

} Largeur 22 • 

D*après une série marginale, la carapace pouvait atteindre 70 
à 75 centimètres. Une costale a 260 millimètres de long, 68 de 
large sur 9 millimètres d'épaisseur. 
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CONTRIBUTION 



A L'ETUDE DES DILATATIONS 



PAR LA MESURE 



DU DÉPLACEMENT DES FRANGES D7NTERFÉRENCE 



PAR 



M. Albert VAN BIERVLIET 

Docteur en sciences. 

Professeur à l'Université de Louvain, 

Membre de l'Association internationale des électriciens, 

de la Société française de physique, 

de la Société scientifique de Bruxelles 



HISTORIQUE (*). 

M.Pizeau a fait connaître, en 1864, une méthode d'une grande 
délicatesse pour la mesure de la dilatation des corps solides de 
petites dimensions et spécialement des cristaux ; exposons briè- 
vement cette méthode : 

G. 

Soient ABC une len- 
tille plan -convexe, dont 
je désigne la surface 
plane par v, et /x une 
surface réfléchissante de 
forme quelconque, mais 
dont tous les points soient 
peu éloignés de v. Plaçons au foyer principal G de la lentille une 
source de lumière monochromatique de longueur d'onde X, et sup- 
posons, pour plus de facilité, cette source réduite a un point. Les 




F'K «• 



;*) Les mémoires de M. Fizeau ont Hé insérés dans les Ant.ale-t de chimie et de phy- 
sique, 4* série, t. II cl l. VIIÏ. 
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rayons lumineux partis de 6 sortiront de la lentille en un faisceau 
cylindrique perpendiculaire à la surface y el, d après la définition 
de la surface réfléchissante u, le faisceau cylindrique tout entier 
reviendra sensiblement sur lui-même et par suite retournera con- 
verger en G. Il semble que pour Tœil placé dans le voisinage de G 
et regardant la surface /x, celle-ci doive paraître uniformément 
lumineuse; en réalité, cette surface semble couverte d'une suc- 
cession de lignes estompées généralement courbes et alternative- 
ment brillantes et obscures. Ces apparences s'expliquent sans 
difficulté si Ton admet Tinterférence des rayons qui se réflé- 
chissent aux deux surfaces de la lame d'air ABCDEF. En efl^et, 
par le point de contact E des deux surfaces /x et v, menons une 
normale à V, par cette normale menons des plans dans toutes 
les directions, et soit DHP Tintersection d'un de ces plans avec 
la surface /x. Marquons sur la courbe DEF, à partir de Eel des 
deux côtés, une sérip de points H, J, K, L, M, N, etc., déter- 
minés par la condition que leurs distances à la surface v soient : 
pour H et L, j, pour J et M, ^, pour K et N, |^, etc. 

En E, les deux faisceaux inierférents n'ont d'autre différence 
de marche que celle qui provient de la réflexion contre un milieu 
plus réfringent, soit^ ; le point E n'envoie donc pas de rayons 
dans le faisceau de retour; il en sera de même en J et M, où la 
différence de marohc est — . Les points H et L, K et IV, au con- 
traire, donnant lieu à des différences de marche -j- et ^, donne- 
ront un maximum de lumière; les mêmes raisonnements s'ap- 
pliquent à toutes les courbes tracées par le point E sur la 
surface /x. L'ensemble de tous les points qui donnent un maxi- 
mum ou un minimum de même ordre, formera une courbe sur 
la surface |x; si l'on remarque d'ailleurs que l'intensité lumineuse 
passe du maximum au minimum par une série continue de 
valeurs intermédiaires, on comprend que pour l'œil placé en G 
et visant la surface /x, les choses se passent comme si cette sur- 
face était réellement couverte d'une série de lignes estompées 
alternativement obscures et brillantes. Ces lignes qui, lorsqu'elles 
sont circulaires, constituent les aimeaux de Newton, sont dési- 
gnées sous le nom générique de franges; dans les mesures, on 
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considère généralement le milieu des franges noires ; dans toute 
la suite, nous emploierons le mot frange dans cette acception 
particulière. 

Supposons maintenant que par un moyen quelconque la len- 
tille ABC, se déplaçant parallèlement à elle-même, s'éloigne de 
la surface /ul. Quand la distance du point E à la surface AB sera 
devenue •- , le point E sera devenu un point donnant lieu à un 
maximum; d'ailleurs, les distances de tous les points de la sur* 
face/x à la lentille ayant varié de la même quantité -^, on voit 
que la surface fx présentera une nouvelle apparence exactement 
complémentaire de la précédente. 

Continuons le mouvement jusqu'à atteindre pour E une dis- 
tance -^ ; nous retrouverons la même apparence qu'avant tout 
déplacement; une nouvelle tache noire aura apparu au centre, 
tandis qu'une frange aura disparu sur les bords. Réciproque- 
ment et en général, si le centre est redevenu noir n fois, la dis. 
tanct* relative des deux surfaces aura augmenté de n -^ . 

Ce nombre n constitue une première mesure du déplacement 
relatif de deux surfaces réfléchissantes, mesure déjà assez pré- 
cise, car, si l'on adopte la lumière monochromatique de la 
soude, ^ ^= 0'"",000295; on apprécie, en réalité, la moitié de cette 
quantité, soit environ Vtooo ^^ millimètre. Mais on peut aller 
plus loin. Nous venons de voir qu'un accroissement -de la dis- 
tance des surfaces déplace les franges d'un rang; il est évident 
qu'une variation de distance valant une fraction /x de ^ , donnera 
lui déplacement d'une fraction /x de rang. L'observation de dépla- 
cements fractionnaires exige des repères. Un certain 
nombre de points sont gravés sur la surface plane de 
la lentille. Supposons que l'un de ces points A se 
trouve entre les franges de rang 4 et 5, par exemple; 
l'œil subdivise aisément en dix parties égales Tinter- 
p. j valle CB des deux franges; on exprimera la distance 
AC en dixièmes de l'intervalle CB, et l'on cotera, 
par exemple, le point A : A : 4,7. 

Si l'on cote de nouveau le même point après un déplacement 
des franges, on voit immédiatement que la différence des résul- 
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(ars exprimera le déplacement survenu à Papproximaiion de 7io 
de frange; au lieu de prendre un seul point, M.Fizeau en prend 
une dizaine et accepte pour valeur du déplacement la moyenne 
des différences de cotes des dix points. On peut d'aillours substi- 
tuer à la moyenne des différences de cotes la différence des deux 
moyennes que Ton obtient en divisant par 10 la somme des cotes 
des dix points. Ces dernières moyennes ont reçu le nom de 
pointé moyen. M. Fizeau est arrivé ainsi à rendre sensible une 
variation de distance égale à^, soit pour la limiicre de la 
soude 770 000 ^^ millimètre. 

Il reste à montrer le disposritif employé pour transformer le 
mouvement produit par la dilatation en un déplacement relatif 
de deux surfaces réfléchissantes. Un disque métallique épais 
porte en trois points équidistants de son contour des appendices, 
dans chacun desquels a été taillé un écrou qui reçoit une vis du 
même métal que le disque, et d'un pas très fin (environ '/i de 
millimètre). Ces vis peuvent saillir de quantités variables au- 
dessus du disque et portent par leurs pointes mousses une lentille 
plan-convexe de 40 centimètres de distance focale. Entre les vis, 
on pose sur le disque la substance à étudier, taillée en forme 
de lame à faces parallèles, et que nous supposons réfléchissante. 

Les franges se produisent par Tinterférenee des rayons qui se 
réfléchissent sur la surface supérieure de l'objet et sur la surface 
plane de la lentille. La manœuvre des vis amène facilement ces 
deux surfaces à la distance convenable. Ce trépied ainsi réglé est 
placé dans une étuve à double paroi, chauffée au moyen d*une 
lampe. 

Si le trépied ne se dilatait pas, le déplacement des franges 
mesurerait la dilatation de la substance à étudier; ce que Ton 
mesure en réalité, c'est la différence entre la dilatation du cristal 
et la dilatation des vis; il faut de toute nécessité mesurer cette 
seconde quantité; on y parvient en soulevant la lentille à l'aide 
des vis à 10 ou 12 millimètres au-dessus de la surface polie du 
disque et en observant le déplacement des franges dues à Tin- 
terférence à grande différence de marche des rayons réfléchis 
aux deux surfaces de la lame d'air ainsi produite. M. Fizeau a 
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appliqué cette méthode à Tétiide d'un grand nombre de corps 
solides et de cristaux. Â laide d'observations faites entre lO*" 
et 70% il a établi des formules qui donnent la dilatation en 
fonction de la température. En généralisant ces formules et les 
appliquant en dehors de Tintervalle de température pour lequel 
elles ont été établies, il a reconnu que deux corps cristallisés, 
Fémeraude et le protoxyde de cuivre, présentent un maximum 
de densité, tous deux au voisinage de — 4•^ 

Les recherches de M. Fizeau ont été reprises récemment par 
M. Benoit, directeur adjoint au bureau international des poids 
et mesures; les résultats sont encore inédits. Toutefois, les 
nombres relatifs à quelques cristaux, notamment fémeraude, 
ont été cités dans divers Mémoires de M.Dufet sur les indices 
de réfraction. Mémoires insérés au Journal de physique (juin 
1884, septembre 1885 et novembre 1885). M. Benoît a retrouvé, 
è peu de chose près, les nombres de M. Fizeau. 

Je me suis proposé de reprendre Télude de la dilatation 
de Pémeraude et du protoxyde de cuivre; si Ion considère 
d'une part que la détermination d'un point singulier d'une 
courbe exige, pour être précise, des mesures faites de part et 
d'autre, et, d'autre part, que les dilatations à mesurer sont très 
petites, même pour la méthode des interférences, on comprendra 
que j'aie été amené aux deux problèmes que je vais traiter dans 
ce mémoire : 

1* Rechercher le moyen de produire et de maintenir pendant 
plusieurs heures, dans unei enceinte capable de recevoir le tré- 
pied de Fizeau, des températures variables à volonté entre la 
température ambiante et — 20* ou — 30*; 

2® Rechercher une méthode d'enregistrement photographique 
du déplacement des franges d'interférence. 
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CHAPITRE PREMIER. 



§ I. — Choix de la méthode frigorifique. 

Remarquons tout d'abord que la recherche d'un procédé fri- 
gorifique maniable et susceptible de réglage présente un intérêt 
général en dehors des recherches que nous avons en vue; en 
effet, le zéro est la température normale à peu près comme 
760 millimètres est la pression normale; dès lors on a tout 
intérêt à ce que les diverses propriétés physiques, fonctions de la 
température, soient bien définies au voisinage de cette tempéra- 
ture normale, ce qui se fera d'autant mieux que les limites des 
observations seront plus éloignées de part et d'autre de zéro. 

J'écarte d'abord comme moyens de production du froid les 
mélanges réfrigérants; il n'est pas facile d'atteindre avec préci- 
sion par ces moyens une température assignée d'avance; il est 
encore beaucoup plus difHciie de maintenir cette température 
constante pendant un temps un peu long, enfin, il me parait 
impossible de réaliser l'homogénéité de température dans une 
enceinte quelque peu considérable. J'écarterai aussi, pour les 
recherches présentes, à cause des diflicultés expérimentales, cer- 
taines méthodes qui ont l'avantage d'une grande puissance, je 
veux parler de l'évaporation de gaz liquéfiés, protoxyde d'azote, 
acide carbonique, etc. 

Frappé de la facilité avec laquelle on congèle les gouttelettes 
d'eau sur le dé de l'hygromètre de Regnault, je me suis demandé 
si l'évaporation de l'éther sulfurique ne répondrait pas à mon but. 
J'ai fait une série d'essais afin d'expérimenter la puissance de ce 
moyen frigoriOque. 

Une boite cylindrique de laiton reçoit le liquide volatil, environ 
600 grammes. Le fond supérieur de la boite porte trois tubes : 
A, B et C; A tube large de 20 millimètres fermé en bas et 
plongé dans l'éther, reçoit un thermomètre à longue tige con- 
struit pour ces recherches. Le tube B descend jusqu'au fond de 
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la boile, se replie horizontalement et tourne en spirale; la partie 
horizontale porte une vingtaine de trous ; enfin, le tube G met 
Tintérieur de l'appareil en communication avec Tatmosphère. 

Trois moyens se présentent pouractiver Téva- 
poration de Téiher : 1" injecter un courant 
d*air par B; 2° aspirer par G à travers le 
liquide de Fair pris par B, enfin Z"* fermer 
B et faire le vide par G. Des circonstances 
purement locales ne m'ont pas permis d'ap- 
pliquer la première méthode; pour expéri- 
menter les deux autres, je me suis servi d une 
trompe aspirante actionnée par une conduite 
d'eau à la pression de 8 à 10 mètres. 




Fig. 3. 



Aspiration d'air à travers le liquide. — Un premier essai où 
l'appareil était exposé sans enveloppes à l'air du laboratoire, n'a 
donné qu'un abaissement de température insignifiant, ce résultat 
n'était que naturel; la puissance des moyens frigorifiques étant 
hors de proportion avec les procédés de chauflage, l'influence du 
rayonnement devait se faire sentir avec une intensité inaccou- 
tumée. Les expériences ont été reprises avec un appareil soigneu- 
sement protégé par une épaisse couche de coton et de drap, 
immédiatement la température a pu être abaissée à 9%5 sous zéro. 

Voici d'ailleurs la marche de cet essai : 



Temps. 


Température. 


Poids d'éther. 


Dépense. 


S^SO 


17 


580 gr. 




4'' 


5 


497 ^ 


83 gr. 


4»>30 


— 2«8 


435 . 


62 • 


S»» 


— 6-6 


415 » 


20 


&> 


— 9»5 


382 1 


33 » 



Pour connaître à un moment donné la quantité d'éther restée, 
il suffisait d'avoir la hauteur du liquide dans le vase; ceUc hau- 
teur s'obtenait immédiatement en mesurant au moyen d'un 
manomètre à éther, la différence de pression qui devait exister 
dans le vase pour que le courant d'air traversât le liquide. Les 
hauteurs initiales et finales étant connues ont donné de l'exac- 
titude de ce procédé une vérification d'ailleurs superflue. 
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J'ai cherché à combattre plus efficacement encore le réchauf- 
fement par Tair ambiant; Tappareil enveloppé comme précé- 
demment a été placé au centre d'une cuve annulaire contenant 
5 à 6 litres d*eau refroidie vers zéro par Taddition de 2 kilos 
de glace; c'était créer autour de l'appareil une atmosphère arti- 
ficielle voisine de zéro; le résultat ne s'est pas fait attendre, le 
thermomètre est descendu de -4- 18* à — i7^. 

A la rigueur, cette limite suffisait aux recherches que j'avais en 
vue. Mais il n'était pas douteux que l'on pût aller plus loin, car 
le courant d'air dont je disposais était manifestement faible; le 
débit d'air de la trompe, mesuré en recueillant les bulles dans 
un ballon jaugé ne dépassait pas 1 litre 250 c. c. par minute. 

Je citerai seulement pour mémoire quelques essais tentés en 
faisant le vide sur l'éther ; je n'ai pu de la sorte descendre à 
plus de 1 0"" sous zéro ; je n'ai pas insisté sur cette méthode, ayant 
dos raisons à priori de lui préférer les autres : l'aspiration ou 
l'injection d'air ne produisent dans l'intérieur de l'appareil 
qu'une faible différence de pression, ce qui facilite beaucoup la 
construction et le maniement des étuves. 

§ II. — Maintien et réglage de la température. 

La question me paraissant résolue, quant à la puissance de la 
méthode, il restait à examiner le réglage. Et d'abord une telle 
méthode est susceptible d'un réglage délicat; en effet, l'agent 
producteur du froid étant débité par une conduite tout comme 
le gaz d'éclairage, il est évident que les mêmes moyens régula- 
teurs s'appliquent sans difficulté. Toutefois, avant d'entrer dans 
cette voie délicate, j'ai voulu savoir quel degré de constance on 
pouvait attendre du seul réglage du robinet de la trompe : voici 
les observations recueillies : 



Temps. 


Température 


1»" 


li«9 


4^40 


11*6 


i2>»30 


3»7 


i^iO 


3» 




— 225 



9. 




Fig. 4. 



Cette constance suffirait à bien des recherches ; elle ne suffit 
pas pour Tappareil Fizeau, car non seulement les corps dont on 
étudie la dilatation ne se refroidissent que par rayonnement, 
mais encore il faut réaliser I equihbre de température entre des 

corps de pouvoirs conduc- 
teurs très différents; disons 
tout de suite, qu'il existe des 
régulateurs à Taide desquels 
une enceinte peut être main- 
tenue pendant de longues 
heures à une température 
presque rigoureusement con- 
stante. Tous les régulateurs 
qu'on rencontre dans les labo- 
ratoires sont fondés sur la di- 
latabilité d'un corps; natu- 
rellement on choisit un des corps les plus dilatables, générale- 
ment l'air atmosphérique. Les régulateurs présentent des formes 
très diverses, on y trouve toujours un espace fermé AB rempli 
d'air, la dilatation de cet air refoule du mercure. 

Le gaz d'éclairage avant de se rendre à la lampe par le canal E 
passe dans un tube FG concentrique à CD et dont l'extrémité G 
(aillée en biseau se trouve plus ou moins obturée d'après la hau- 
teur du mercure. La lampe communique, d'ailleurs, directement 
avec la prise de gaz au moyen d'un embranchement H muni d'un 
robinet. Cette disposition a pour but d'assurer à la lampe un 
débit de gaz suffisant pour prévenir l'extinction. 

Le réglage et le fonctionnement de ces appareils se comprend 
aisément. Les régulateurs dont je viens d'exposer le principe sont 
sujets à deux causes de perturbation : les variations de pression 
du gaz et les variations de la pression atmosphérique : examinons 
l'importance de ces défauts. L'amplitude des variations de pres- 
sion du gaz peut atteindre 4 centimètres d'eau, soit 3 millimètres 
de mercure ou '/sso d'atmosphère. Le volume de la chanibre 
d'air pourra donc varier de ce chef de V250» ^® ^"* correspond à 
une variation de température Ar donnée par la relation 

0.00366 X A/ = 0.004. d'où A/ = 1 M . 




iO. 



— 224 — 



r T- -r 



Le même calcul montre que chaque variation de 3 millimètres 
de la pression barométrique entraine une variation de tempéra- 
ture de plus de l"". Remarquons que ces défauts sont sans remède 
et dérivent du principe même de la méthode. 

Un physicien allemand, M.Andreae(*),a fait connaîtreen 1878 
un régulateur qui surpasse incomparablement tous ses devan- 
ciers. Dans cet appareil, la fonction régulatrice de la température 
n'est plus un volume, mais la tension maximum d'une vapeur 
saturée; il suffit de se rappeler Tallure des courbes qui repré- 
sentent cette tension maximum pour comprendre que Fappareil de 
M. Andrcae permet d'atteindre une sensibilité presque illimitée. 
Voici d'une manière générale la construction et le fonctionne- 
ment d'un régulateur à tension de va- 
peur : Dans Tenceintc soumise au 
réglage se place un tube de verre AB, 
large de 15 à 20 millimètres. Ce ré- 
servoir soudé à un tube plus étroit BG 
se relie par un long caouchouc GG à 
A un interrupteur de gaz analogue à ceux 
H des régulateurs précédents. Cet inter- 
■j rupteur est Gxé sur une planchette 
B I mobile dans une coulisse verticale gra- 
'^^^^:^::::::----j^J diiée. L'appareil est rempli de mer- 
^ cure depuis le niveau H jusqu'au 

niveau £, voisin du sommet A. Avant 
^•«- ^' de fermer le tube AB à la lampe, on 

y a introduit quelques gouttes du liquide volatil dont on utilise 
la tension de vapeur. Veut-on réaliser une température donnée r, 
on dispose la planchette mobile de façon que la différence de 
niveau EH représente la tension maximum à /• de la vapeur 
employée; l'orifice o étant ouvert, réchauffement de l'étuve 
se produit dès que la température / est dépassée, le mercure 
monte en H et ferme l'orifice o; le refroidissement commence, 
et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'après quelques oscillations il s'éta- 





(•) Annales de Wiedemann, nouvelle série, t. IV, p. 644. 
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blisse un régime permanent où Tétuve recevant autant de cha- 
leur qu'elle en perd, la température demeure stationnaire. Je ne 
crois pas inutile de rapporter ici un premier essai que j'ai fait de 
ces nouveaux régulateurs, essai qui met bien en lumière Texcel- 
lence de la méthode. Il s'agissait de régler la température d'un 
appareil d'incubation artificielle. Le problème se présentait dans 
des conditions relativement simples. Il suffisait de pouvoir réali- 
ser et maintenir des températures variant entre 38" et 45'. 
J'adoptai comme liquide volatil un mélange de neuf parties d'éther 
et une partie d'alcool, mélange dont le point d'ébulilition est voisin 
de 38*. Le régulateur fut construit entièrement en tubes de verre. 
Le réservoir chambre de vapeur AB est soudé concentriquement 

sur le tube CD qui se rend 
à l'interrupteur DE. Celui-ci 
formé d'un tube de 50 centi- 
mètres de long se termine par 
un goulot qui reçoit un bou- 
chon dans lequel glisse à frot- 
tement doux le tube FG dont 
l'extrémité est taillée en biseau. 
La figure ci-jointe fait suffi- 
samment comprendre l'en- 
semble de l'appareil. En ré- 
glant le tirage du tube GF et 
la quantité de mercure, on fixe 
la limite à partir de laquelle le 
réglage se produit. Le remplis- 
sage se fait sans peine; l'appa- 
reil étant tenu dans sa position 
normale, on introduit le liquide par le goulot; renversant alors 
l'instrument on fait passer l'éther en A et l'on chauffe doucement 
cette partie; quand les vapeurs formées ont entraîné tout l'air, 
on retourne brusquement l'appareil et l'on introduit rapidement 
le mercure qui s'élève dans l'espace annulaire en refoulant la 
vapeur condensée. 

Les résultats obtenus à l'aide de ce régulateur dépassèrent 
XH. 45 
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mon attente^ en dépit des variations de pression du gaz, en dépit 
d*un chauffage plus que modéré du local, le thermomètre de 
rétuve consulté fréquemment parut complètement stationnaîre 
pendant plusieurs jours. 

11 faut remarquer que nous opérons ici à la limite inférieure 
de sensibilité de ces appareils; on sait, en effet, que les tensions 
de vapeur croissent d'autant plus rapidement qu*on est plus 
éloigné du jpoint d*ébuIlition normale. Si nous prenons par 
exemple Téther, nous trouvons pour tensions : 



à 35» 


763 millim. 


de 


mercure 


à 40O 


909 


* 




» 


à 50» 


1371 


» 




n 


à 350 


1484 


n 




» 


à 75» 


2647 


» 




• 


à 8O0 


3024 


• 




m 



Il résulte de ce tableau que dans un régulateur à vapeur 
d'éther le degré de température serait représenté : 



à 350 


par 


29 millim. de mercure. 


à 50« 


)t 


43 » 


à 75» 


» 


75 « *» 



On voit immédiatement que les variations de pression du gaz 
deviennent entièrement négligeables et que même au bas de 
réchelle de sensibilité, dans le voisinage du point d'ébullition, 
les variations de pression barométrique influeront dix fois moins 
que dans le cas des régulateurs à dilatation d*air. 

Je me décidai à construire un régulateur à grande course pour 
mon étuve refroidie. Comme il était à présumer que je réalise- 
rais une température inférieure à — 20"*, il fallait un liquide 
bouillant au voisinage de cette température. On trouve dans ces 
conditions le cyanogène, Toxyde de méthylc, le chlorure de 
méthyle, j*ai choisi ce dernier. 

Un liquide bouillant à — 2:2** devait donner à la température 
ambiante de 15'' une tension de près de quatre atmosphères. J'ai 
choisi en conséquence un tube de caoutchouc à petite section 
intérieure et à paroi épaisse et je Tai entouré d'un fort ruban de 
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(oile tourné en spirale et solidement fixé. Une expérience préa- 
lable a été faite avec de l'aîr comprimé. Un petit réservoir de 
verre où avait été emprisonné un volume d'air a été relié au tube 
de caoïilctiouc, celui-ci ayant été rempli de mercure et son extré- 
mité libre fixée sur un bout de tube porté è 3 métrés de hauteur, 
l'air s'est trouvé comprimé à cinq atmosphères. Au bout de deux 
ou trois jours le caoutchouc avaitatieînt sa distension maximum 
et le mercure n'a plus bougé durant plusieurs semaines. 

L'appareil construit, il reste à introduire le liquide volatil : 
voici le détail de celle opération. 

Un tube Afi de 15 millimèirea de diamètre et 30 centimètres 
de long se relie par un tube plus 
étroit BG au caoutchouc que termine 
un robinet de verre sur lequel on sou- 
dera ultérieurement l'inlerrupteur. 
On introduit du mercure qui s'élève 
jusqu'au milieu de AB. On refroidira 
maintenant le tube AB au-dessous 
de — 30°, on y fera arriver un cou- 
rant de gaz chlorure de méUiyle qui 
se liquéfiera; enfin, on fermera l'ex- 
Pi|. T. trèmiié A au chalumeau. 




3. — Refroidissement du tube AB. — Le tube AB est placé su 
centre d'un manchon de verre MN fermé par deux bouchons; 
le bouchon supérieur porte un tube de fond et un tube de déga- 
gement. Un second manclion de verre PQ entoure le premier et 
le soustrait du moins partiellement au réchaufi'ement par l'air 
«mbiant. On prépare alors SO à 60 centimètres cubes d'anhy- 
dride suirurcux liquide. J'ai employé la méthode ordinaire des 
laboratoires. Le gaz sulTureux produit par la décomposition de 
l'acide sulfurique au moyen du cuivre et desséché par son 
passage à travers deux flacons d'acide sulfurique vient se con- 
denser dans un récipient refroidi à — 20* par un mélange de 
glace et de sel marin. En refroidissant le dernier flacon laveur 
au voisinage de zéro, ei en pinçgnt dans le réfrigéranl deux réci- 
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pients consécutifs, j'ai pu obtenir en deux heures, à Taide de 
150 grammes de cuivre, 75 centiroèlres cubes d'anhydride 
liquide, soit les 3/4 du rendement théorique. 

L'anhydride liquide étant introduit dans le manchon MN, il 
suffit, à l'aide d'un petit soufflet, de chasser un courant d'air par 
le tube de fond pour obtenir un refroidissement considérable. 
Une expérience préalable où le tube AB était remplacé par un 
thermomètre à alcool, avait montré qu'on pouvait obtenir et 
maintenir sans peine une température de — 50^ L'opération 
actuelle demandant tout au plus — SG"", il suffisait de donner de 
temps en temps quelques coups de soufflet. 

p. — Liquéfaction du chlorure de méthyle — Le tube AB est 
coiffé d'un tube de Durand dont la longue branche descend 
jusqu'au voisinage du mercure. On prépare le chlorure de 
méthyle en chauffant doucement un mélange de deux parties de 
sel marin, une partie d'alcool méthylique et trois parties d'acide 
sulfurique concentré. Le produit brut de la réaction est dirigé 
dans un flacon d'eau qui retient les impuretés : alcool méthy- 
lique, oxyde de méthyle, acide sulfureux. Ce passage à travers 
l'eau s'accorde difficilement avec la nécessité d'un courant de gaz 
sec. J'ai atténué le mal en refroidissant le flacon laveur à zéro; 
cet artifice ne pouvait qu'augmenter l'efficacité du laveur, 
puisque la solubilité des gaz augmente à froid, d'autre part, la 
tension de la vapeur d'eau se trouvait réduite à peu de chose. 
Aussi un tube à chlorure de calcium placé immédiatement avant 
le tube de Durand n'a-t-il présenté après l'opération que de 
légères traces d'humidité à l'entrée. 

Au bout d'une demi-heure, une quantité suffisante de gaz 
étant condensée, on retire le tube de Durand et tandis qu'on 
refroidit énergiquement l'anhydride sulfureux, on ferme au cha- 
lumeau l'extrémité A. On relève le robinet de verre à 2 ou 
3 mètres de hauteur, on ajoute du mercure, on laisse évaporer 
l'excédant d'anhydride. On retire enfin le tube AB du manchon, 
l'opération est terminée. L'appareil revenu à la température 
ambiante accuse une tension de vapeur de 290 centimètres de 
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mercure. Voici d*ailleurs les tensions de vapeur que j'ai trouvées 
à diverses températures : 



22» 


80 centini 


20» 


87 


15» 


108 » 


10» 


134 » 


5» 


165 


0» 


197 


5« 


236 


10» 


275 > 


15» 


315 » 


20» 


365 



Nous n'avons encore qu'une partie de régulateur; il reste k 
établir une relation entre la hauteur du mercure et Fintensité du 
courant d'air producteur du froid. A la différence des régulateurs 
de chauffage, l'effort moteur du réglage doit être ici une con- 
traction. J'ai adopté le dispositif suivant : 

Le robinet de verre dont j ai parlé plus haut est soudé à un 
tube de 10 à 12 millimèires de diamètre, le mercure de ce tube 
porte un flotteur du poids de 50 grammes environ. Ce flotteur 
actionne un levier dont Tautre branche formant pince avec une 
pièce fixe presse sur le tube de caoutchouc très flexible intercalé 
dans le tube adducteur d'air. 

§ III. — Application à l'appareil de Fizeau. 

Il me reste à faire connaître les appareils construits spéciale- 
ment en vue de mes recherches de dilatations. 

J'ai donné au réservoir d'éther et à ses enveloppes la forme 
annulaire, afin de pouvoir placer l'appareil producteur des franges 
directement sur la maçonnerie qui porte le tout. Un cylindre de 
cuivre rouge de 8 centimètres de diamètre sur 24 centimètres de 
hauteur, noirci intérieurement afin d'augmenter son pouvoir 
émissif, limite l'espace à refroidir. Ce cylindre est fermé à sa partie 
supérieure par une boite de laiton CDEF, qui porte les thermo- 
mètres; des ouvertures fermées par des glaces permettent d'ail- 
leurs le passage de la lumière. Le réservoir d'éther H6LK formant 
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couronne autour du premier cylindre sur une hauicur de 18 cen- 
timèlres, peut recevoir 1 litre SOO c. c. de liquide. Une ouverture 
pratiquée dap^ le fond 
I laisse pnsser le régula- 

teur, tandis qu'une fe- 
iiélre percée dans la paroi 
permet de voir à chaque 
instant la position du 
mercure dans le tube. 
J'ai modiGé l'enveloppe 
protectrice de la cuve 
d'étlier; d'après les idées 
reçues, l'cllicacité du co- 
ton, du feutre, etc., con- 
siste en ce que ces ma- 
tières empêchent les mouvements de l'air. Il semble dès lors 
qu'une couche d'air immobilisée par une boîte hermétiquement 
close doive former un excellent isolant thermique. Tout l'appareil 
de cuivre rouge se trouve à l'intérieur d'une boite méialliqur 
polie MNOP. Cette boite, fixée par ses fonds sur le cylindre 
central, en est isolée, au point de vue thermique, par l'interpo- 
sition de carton d'amiante; enfin, les joints ainsi faits sont 
étanchés à la cire. Autour de la boite MNOP pourra se piacei' 
la cuve annulaire d'eau refroidie vers zéro, comme je l'ai dit 
précédemment. 

L'ancien système producteur du courant d'air a été remplacé 
par des engins plus puissants. Un petit moteur ft gaz, système 
Bisschop, de la force de '/lo de cheval, actionne, au moyen d'une 
bielle et d'une manivelle montée sur l'arbre, une pompe de 
compression dont chaque coup de piston introduit environ 
350 centimètres cubes d'air, l'allure normale de la machine com- 
portant 100 à J30 tours par minute, le débit d'air, dans le même 
temps, peut dépasser 2ÏS litres. La pompe refoule l'atr dans un 
réservoir. C'est une tourie de 3S litres dont le goulot a été coiffé 
d'une virole portant, outre les tubes d'entrée et de sortie, un 
tube relié à un manomètre à air libre à mercure et une soupape 
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à levier, qu'on peut charger d'un poids. Ce dispositif peut donner 
un courant d'air sensiblement constant et très puissant (beau- 
coup trop puissant pour les plus forts chalumeaux). Le courant 
d'air se règle par le poids de la soupape et se déûnit par la lec- 
ture du manomètre. Du réservoir, un tube se rend dans l'éther 
en passant par le caoutchouc flexible sur lequel agit le régu- 
lateur. 

La manière d'introduire l'air dans le bain d'éther n'est pas 
indifférente; il ne faut pas oublier que la stabilité des appanMls 
est une condition essentielle à la précision de mesures faites par 
la méthode délicate des interférences. Lors d'un essai où j'avais 
employé un tube percé de trous, tourné en spirale et reposant 
sur le fond de la boite, le dégagement des bulles d'air donnait 
lieu à lin ébranlement très faible, sans doute, mais suffisant pour 
produire une légère oscillation des franges ; d'ailleurs, il est 
malaisé de régler le diamètre des trous d'un tube de manière à 
1rs faire fonctionner tous, condition essentielle à l'homogénéité 
de température du bain, surfout quand, par suite de l'cntrce en 
fonction du régulateur, le courant faiblit. 
Une boite de la forme indiquée ci-contre, en laiton très mince, 

pesant moins de SO grammes, est percée 
à sa partie supérieure de 150 trous de 
72 millimètre de diamètre Le courant 
d'air est amené par deux tubes de cuivre 
A et B; ces deux tubes, soudes dans le 
fond supérieur du réservoir d'éther, fixent 
la boite à air en réduisant au minimum 
son contact avec les parois. 

L'essai de ces nouveaux appareils a 
donné les meilleurs résultats. Voici les températures relevées au 
moyen d'un thermomètre placé à l'endroit même où se trouvera 
le trépied de Fizeau : 



B 
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Je ferai remarquer que ces observations ont été faites à la 
température ambiante de 15^ alors que le réservoir d'éther 
n'avait d'autre enveloppe protectrice que la couche d'air dont j'ai 
parlé. Contrairement aux prévisions, il semble que ce mode de 
protection ne soit pas bien efficace, car la paroi métallique exté- 
rieure s'est couverte d'une abondante rosée qui s'y est congelée 
en partie. Si l'on se rappelle que l'emploi de la cuve d'eau 
refroidie a permis de gagner 8 degrés, on ne trouvera pas exagéré 
d'assigner — 50® pour limite de puissance de l'appareil. Je me 
propose d'appliquer au refroidissement de la cuve d'eau un 
artifice analogue à la chemise de vapeur de Watt. Lors de la 
dernière expérience que je viens de citer, le mélange d'air et de 
vapeur d'éther était conduit hors du laboratoire par un long tube 
métallique; ce tube s'est considérablement refroidi et même 
sur plus d'im mètre de longueur s'est couvert d'une épaisse 
couche de givre. II suffira de tourner ce tube en spirale et de le 
placer dans la cuve d'eau pour refroidir notablement celle-ci. En 
substituant ainsi à la glace du froid qui se trouvait perdu, j*aug- 
mente évidemment le rendement de l'appareil. 

La limite atteinte par le refroidissement m'oblige à revenir un 
instant au réglage; le régulateur à chlorure de méthyle, dont j'ai 
d<)nné la construction, ne peut pas fonctionner avec grande sen- 
sibilité au-dessous de — 15°; je me propose de construire un 
second régulateur où le liquide volatil sera du gaz ammoniaque 
liquéfié, liquide qui bout vers — 34°. La tension de vapeur de 
l'ammoniaque est, d'après Regnault, à la température de 15* 
environ 7.3 atmosphères. J'ai pu trouver dans le commerce des 
tubes de caoutchouc épais entourés de deux plis de toile et 
résistant sans peine à la pression de 10 atmosphères. Dès lors, 
le problème est résolu. Le remplissage s'effectuera sans difficulté 
par la méthode que j'ai employée précédemment^ puisque j'ai pu 
obtenir — 50*. 
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CHAPITRE SECOND. 



J*aborde maintenant le second problème, Tenregistrement 
photographique du déplacement des franges d*interférence. 
Et d'abord, si un tel mode d'observation existe, il est facile de voir 
qu'il permet d'atteindre une précision plus grande. En effet, 
d'une part, la longueur d'onde des rayons actiniques est notable- 
ment inférieure à celle des rayons monochromatiques visibles, 
tels que les raies du lithium, du sodium ou du thallium; d'autre 
part, l'image rétinienne des franges étant remplacée par un 
cliché photographique, au lieu de repérer les franges à l'œil, au 
dixième près, on pourra faire et refaire à loisir des relevés 
micrométriques. En résumé, l'unité de mesure sera plus petite 
et l'on pourra en apprécier une bien moindre fraction. 

II n'existe pas à la vérité de rayons chimiques monogènes, 
mais il est des radiations qui, dans certaines conditions, peuvent 
en tenir lieu. Si l'on fait jaillir l'étincelle électrique d'induction 
entre deux électrodes de magnésium, qu'on décompose par le 
prisme la lumière émise et qu'enPm on étudie le spectre formé 
dans sa partie actinique, on trouve d'abord une raie d'une inten- 
sité considérable. C'est une raie quadruple de longueur d'onde 
moyenne 0"",0002794 (*). 

Malheureusement, cette radiation est entièrement absorbée 
par le verre et il faut pour l'étudier des appareils de quartz, 
spath d'Islande, etc. Si l'on prolonge le temps de pose, on voit 
apparaître une seconde raie de longueur d'onde 0'°",000383, 
raie bien inférieure à la précédente, mais cependant douée 
encore d'un grand éclat et observable au moyen des verres ordi- 
naires d'optique. Les autres raies actiniques du magnésium sont 
notablement plus faibles et n'apparaissent qu'au bout d'un temps 
de pose beaucoup plus considérable. Ces données ont servi de 



(') CORND, Détermination des longueurs d'onde des radiations trè^ réjrangibles du 
magnésium, etc. (Abchites DES SCIENCES physiques et naturelles. Troisième période, 
t, n. n» 7.) 
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base aux recherches que je vais rapporter. Je diviserai cette 
étude en trois parties : 

1® Production et repérage des franges; 3* éclairage au magné- 
sium et enregistrement photographique; 3"* relevé micromé- 
trique, sensibilité de la méthode. 

S I. — Production et repérage des franges. 

Lors de ces essais, je ne disposais pas d*un trépied ; j'ai employé 
le dispositif suivant : une lame d'obsidienne est couverte sur les 
bords d'une mince couche de collodion; sur cette pellicule repose 
la lentille plan-convexe; en tournant la lentille et usant légère- 
ment le collodion on parvient aisément, quand on a un peu 
l'habitude de ces recherches, à produire des franges bien étalées. 
AGn d'augmenter l'éclat du phénomène d'interférence, il y a 
intérêt à se servir d'une lame d'air aussi mince que possible; 
d'autre part, si l'on veut obtenir des résultats susceptibles d'appli- 
cation, il faut bien laisser un espace suffisant au jeu de la dilata- 
tion. Si l'on veut tenir compte à la fois de ces deux nécessités 
contradictoires, il devient indispensable de mesurer avec une cer- 
taine précision l'épaisseur de la lame d'air, il serait bien difficile 
d'appliquer ici le sphéromètre, je me suis servi d'une méthode 
optique très simple et en même temps très précise. 

La plaque d'obsidienne portant la lentille est placée sur le 
chariot mobile de la machine à diviser. Au foyer principal de la 
lentille, on place une source de lumière monochromatique de 
longueur d'onde connue l. On amène au contact le prisme éclaireur 
et son image conjuguée formée dans le plan focal principal de la len- 
tille; cetteconditiontémoigne,quandelleestréalisée,queles rayons 
interférents se réfléchissent sous l'incidence normale. On note la 
position des franges par rapport aux repères. Faisant tourner la 
vis de la machine, déplaçons latéralement le système producteur 
des franges et suivons l'image en déplaçant l'œil dans le plan 
focal, nous verrons se produire un mouvement continu des 
franges par rapport aux repères, mouvement d'autant plus lent 
que l'épaisseur de la lame d'air est moindre. Arrêtons après un 
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déplacement de n franges. Connaissant la distance focale <f de la 
lentille et la course { du chariot de la machine, on calcule sans 
peine Tépaisseur e de la lame d*air. 

En effet, les rayons interférents ont passé de Fincidence nor- 
niale à Tincidence oblique; soit a la variation angulaire d'inci- 
dence, nous avons observé une variation de différence de marche 
de n\ on aura donc : 

e (i — cos a) = n - » 



d*autre part 



d'où 



lang a = - 

f 



(■-V/t^.)-! 



X 

n - 
2 
c = 



tout est connu au second membre. 

En employant cette méthode, j*ai trouvé pour l'épaisseur de la 
lame d'air dont je me servais e = 0"",009. 

J'ai modifié le système de repérage des franges en vue du 
relevé micrométrique des clichés. Les points de M. Fizeau ont 
presque toujours des dimensions gênantes, surtout avec des 
franges un peu serrées qu'on examine au microscope. J'y ai sub- 
stitué un réseau à mailles rectangulaires gravé à l'acide fluorhy- 
drique. J'ai pu réaliser des lignes très fines; d'ailleurs on gagne 
en précision vu que chaque point de repère, étant le croisement 
de deux lignes, se trouve déterminé par deux mesures au lieu 
d'une. 

Pour exécuter la gravure, je me suis servi d'abord d'acidr 
fluorhydrique en solution dans l'eau; je prépare un vernis très 
fluide composé de bitume de Judée en solution dans la térében- 
thine, et je retends sur la surface à gravera la façon du collodion 
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photographique, ce qui donne une couche irès mince et très régu- 
lière. Je trace maintenant ie quadrillage au burin de la machine 
à diviser, le verre ayant été mis à nu, je passe rapidement à la 
surface un tampon de coton imbibé de la solution d'acide fluor- 
hydrique. On lave h grande eau, on dissout Texcédenl de vernis 
et la gravure est terminée. J*ai obtenu de la sorte des lignes 
d'tme grande pureté et dont Fépaisseur ne dépasse pas 0°'°',05. 
Mais ici se présente une difficulté. Gomme il était naturel de le 
faire, j'avais exécuté la gravure sur la face plane de la lentille; 
malgré la finesse des traits, les franges coupées de la façon la 
plus malencontreuse ne présentaient plus qu'une série de points 
de rebroussement. J'exécutai alors la gravure sur la face convexe, 
mais on tombe ainsi dans une autre difliculté peu sérieuse, il est 
vrai : pour peu que Fincidence ne soit pas rigoureusement nor- 
male, Texamen microscopique des clichés révèle que certaines 
lignes sont dédoublées. 

J'ai tout récemment pu éviter tous les inconvénients en 
employant l'acide fluorhydrique gazeux; tandis que la solution 
aqueuse semble creuser une véritable rigole dans le verre, 
l'acide gazeux se contente de dépolir; les franges sont inter- 
rompues net et la gravure s'exécute sans inconvénient sur la 
face plane. 

§ II. — Éclairage au magnésium et enregistrement 

photographique. 

Je me sers d'une bobine de Ruhmkorff de dimensions 
moyennes; actionnée par cinq éléments Bunsen de 20 centi- 
mètres de hauteur, ce qui donne un courant inducteur de 
10 ampères environ, elle donne avec le trembleur de Neef des 
étincelles de 70 à 80 millimètres. La bobine est employée à 
charger un condensateur. J'emploie comme condensateurs des 
matras de verre mince tels qu'on les trouve dans les labora- 
toires de chimie; l'armature intérieure est constituée par de 
l'acide sulfurique dans lequel plonge une lame de plomb qui 
traverse le bouchon. L'armature extérieure est du papier d'étain 
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collé sur le verre. L^appareil est placé dans une cuvette en zinc 
enduite de paraffine, ce qui a le double avantage d^isoler Tar- 
mature extérieure et d'empêcher le liquide corrosif de se 
répandre en cas de rupture du vase. J*ai préparé une série de 
ces condensateurs avec des ballons variant de 250 ce. à 2 litres 
afin de choisir expérimentalement celui qui donne les meilleurs 
résultats. Enfin la décharge du condensateur éclate entre deux 
électrodes de magnésium qu^une monture à coulisse permet 
d'amener à la distance convenable. 

J'aborde la disposition d'ensemble des appareils. Il y a intérêt 
afin d'augmenter l'intensité de l'éclairage à placer l'étincelle le 
plus près possible de l'appareil d'interférence. Mais il faut bien 
laisser la place nécessaire pour l'étuve froide et ses enveloppes. 
J'ai adopté une distance de 24 centimètres. L'étincelle est donc 
placée dans le voisinage de l'axe principal de la lentille et à 
24 centimètres de la face convexe de celle-ci. A quelques cen- 
timètres plus haut se trouve un miroir plan argenté par la 
méthode de Foucault; les rayons partis de rétincclle viennent, 
après s'être réfléchis aux deux surfaces de la lame d'air, rencon- 
trer ce miroir plan incliné à 45"" et qui les renvoie dans l'appa- 
reil photographique. Celui-ci se compose d'un objectif, de 
Steinheil de 25 millimètres d'ouverture et d'une chambre noire 
dont le tirage muni d'une graduation permet la recherche du 
foyer chimique. 

La position de l'appareil photographique détermine la gran- 
deur de l'image des franges. Afin d'augmenter l'intensité lumi- 
neuse et de réduire ainsi le temps de pose, il est avantageux de 
réduire beaucoup les dimensions de cette image et d'examiner 
les petits clichés au microscope. J'ai adopté une réduction voi- 
sine de ^39 ce qui donne pour la distance de l'objectif photogra- 
phique, en passant par le miroir à 45% 60 centimètres. 

Calculons maintenant la longueur focale /'qu'il convient de 
donner à la lentille de l'appareil d'interférence. 

Afin de faciliter le réglage et surtout d'assurer le concours de 
tout le faisceau de retour à la production de l'image sur la plaque 
sensible, il faut que l'image conjuguée de l'étincelle par rap- 
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port au système optique formé par la lentille plan-convexe et la 
surface réfléchissante plane du cristal, se forme dans le voisi- 
nage de Tobjeclif photographique. On démontre sans peine que 
lensemble d'une lentille convergente de foyer f et d*un miroir 
plan normal à Taxe principal de la lentille et appliqué immé- 
diatement contre celle-ci, est équivalent à un miroir sphérique 
concave de longueur focale ^ * 
Dans la formule : 

2 

faisons 

p = î24 et p' = 60. 

Nous trouvons fe=» 34. La longueur focale ne devra donc pas 
dépasser 34 centimètres. 

11 est une autre considération plus importante dont nous 
devons tenir compte dans le choix de la longueur f. Nous avons 
dit que Fétincelle était placée à 24 centimètres de la lentille, elle 
ne se trouvera donc pas au foyer principal. 11 résulte de là que 
les rayons qui doivent interférer ne formeront plus à leur arrivée 
sur les surfaces réfléchissantes un faisceau parallèle mais diver- 
gent, fobliquité d'incidence croîtra du centre des franges aux 
bords. L'étendue du champ dans lequel on observe les franges 
ne dépasse pas en général 3 centimètres en diamètre ou 1.5 en 
rayon. 

Calculons en fonction de la longueur focale /*, pour une lame 
d'air d'épaisseur e=»0'"'",01, la variation de différence de marche 
quand on passe du centre à une distance 1.5 centimètres. Posons 
alors la condition que cette variation soit égale à ^ de -| et cher- 
chons la valeur correspondanie de /*. 

Si Ton représente par (3 la variation angulaire d*incidence 
quand on passe ainsi du centre à une distance 1.5 centimètres, 

on a 

1.5 

tang^:^— 7. 
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// étant la distance de Timage conjuguée de Téiincelle par rap- 
port à la lentille, à la lentille elle-même. 
Si nous prenons la formule des lentilles convergentes 

P' V " / ' 
nous trouvons 

.. /*- 24 

D autre part, si nous représentons par fxia variation de difl'é- 
rence de marche en franges, nous aurons : 

c (1 — cos p) == f* - ; 

ICI 

ou sensiblement 

A 

faisons 

2 

fi = ou 0.004, 

500 

il vient 

0.002 X 0.0004 

4 — cos S = = 0.00008 

^ O.Oi 

cos p = 0.9992 d'où p = 44' 

A— 24 



lang^ = 0.013 donc 0.013 = ^5 X 



24/ 



et linalement /*= 30 centimètres. 

J'ai adopté pour f 32 centimètres, ce qui correspond sensible- 
ment au n*" 12 des opticiens. 

J'ai dit antérieurement et d'une manière un peu vague que 
rétincelle était placée dans le voisinage de Taxe principal de la 
lentille; je reviens maintenant sur celte circonstance qui peut 
donner lieu à une correction d'une certaine importance. 

On observe sur tous les clichés deux images de fétincelle, la 
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première large et estompée (elle n'est pas au point), et très 
intense est Timagc directe donnée par Tobjectif photographique; 
la seconde beaucoup plus petite et située sensiblement au milieu 
de Timage des franges est la photographie de Timage virtuelle 
que donne de letincelle la face convexe de la lentille d'interfé- 
rence. On comprend, à priori, que la coïncidence de ces deux 
images sur le cliché indiquerait que rélincelle se trouve sur Taxe 
principal de la lentille. Dans la pratique cette coïncidence ne 
peut être réalisée par la raison que les électrodes masqueraient 
les franges. Tout ce que Ton peut faire, c'est de rendre l'image 
directe de l'étincelle tangente à l'image circulaire du champ cou- 
vert de franges. C'est toujours ainsi que je règle mon appareil. 

Je vais montrer maintenant que mesurant sur le cliché la dis- 
tance des deux images dont j'ai parlé, on calcule aisément l'obli- 
quité d'incidence du pinceau central dans le faisceau interfè- 
rent. 

Faisons abstraction du miroir incliné à 45"" et supposons la 
lentille d'interférence MN directement centrée sur l'objectif 
photographique PQ. 

Soient RS le verre dépoli de l'appareil photographique E'ete' 
la grande et la petite image, E l'étincelle e son image virtuelle 
donnée par la face convexe de MN. Le reste de la figure se com- 
prend aisément. 




EB BC 

Calculons d'abord la valeur du rapport 70 "^cd 
Appliquons la formule des miroirs convexes 






1 
P 



î2 
R 



d'où Ton tire en valeur absolue 



P R 
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Pour une lentille plan-convexe de 32 centimètres de foyer la 
relation 

1 
nous donne 



^=.-..(1-1) 



R = -= iôcentim. 

2 



Si Ton se rappelle que p = 24 centimètres, on voit^que : 

p . 4 BC EB ^ 

p' 16 CD eD ' 

eherchons eD 

cD OD 60-4-4 i6 



t e"B OB '36 9 

combinant avec (1), on trouve 

EB 64 



d'où 



e"B 9 
EB 64 



ou encore 



e"B + EB 64 -♦. 9 



64 

EB = e"EXz- 

73 



. Mais e"E s obtient en fonction de la distance des images e'E', 
en effet, ^g = qg * ^''' '*^ formule des lentilles convergentes 
^ = ^ — I nous donne en observant que p = 36 centimètres 
et 9 distance focale de Fobjectif photographique 9 £= IS centi- 
mètres, 

p 36 _'7_^^__''^ 



'17' 



15 5 OC e'E 

J'ai trouvé pour e'E' 0.5 ceniim., cela nous donne EB = 0.61 
centimètres. 

XII. 16 
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L*angle d'incidence P que nous cherchons est donné par les 

relations 

EB 0.6i 

^"8P = BC = -24" = ^-^-''' 
d'où 

p = i«26' 

Sous Tincidence normale le déplacement d'une frange indique 
une variation de distance des surfaces réfléchissantes de ^ • 

Sous riucidence oblique |3 le même déplacement est l'indice 

d'une variation de distance ^ sec. |3. 

Pour 

p = io26', sec p= 1.0005. 

On voit que la correction d'obliquité sera presque toujours 
négligeable. 

Le calcul que nous venorfs de faire montre aassi que la 
grandeur de l'étincelle qui ne dépasse pas 2 millimètres et ses 
petites oscillations qui sont du même ordre de grandeur, ne 
peuvent altérer la précision de la méthode que de quantités 
entièrement négligeables. 

Manipulations photographiques. 

J'emploie le procédé au collodion humide, qui présente outre 
une grande rapidité d'exécution une flnesse très favorable aux 
niesures. 

On doit rechercher ici ce qui constitue un défaut dans la 
photographie artistique, la dureté des images, l'acuité des con- 
tours ; ce résultat s'obtient en posant systématiquement trop peu 
et en renforçant l'image après le développement. 

Le collodion dont je me sers se compose de : 

Alcool 40 ce. (•). 

Éiher 60 ce. 

Colon poadre 1 gramme. 

lodure de cadmium 1 gramme. 

Bromure de cadmium 0c^5 



(*) CORND, Spectre normal du toleil, partie ultra-violette, p. 6. 
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Voici la composition du révélateur : 

Eaa distillée 1000 ce. 

Salfale de fer 40 grammes. 

Alcool 30 ce 

Acide acétique crist 30 ce. 

Le renforçage se fait au moyen d^une solution d'azotate d'ar- 
gent à 3 ''/o. Enfin le bain d'argent sensibilisateur est à 8 ''/o. Le 
nitrate a été fondu et refondu à basse température d'après les 
méthodes du D' Van Monckhoven. Après quelques insuccès 
dus au défaut de pureté de l'éther du commerce qu'il a fallu 
distiller, j'ai obtenu des couches sensibilisées bleuâtres et trans- 
parentes douées d'une grande sensibilité.. 

J'ai fait une série de clichés afin de déterminer : 

l"" La mise au point des rayons actiniques ; 2"* le meilleur 
condensateur ; 5*^ le temps de pose. Parmi les condensateurs le 
ballon d'un litre a donné les meilleurs résultats, le temps de 
pose est de 15' à 20*. 

Sur tous les clichés obtenus la forme et la disposition des 
courbes sont visiblement identiques, il n'y a de différence que 
pour la finesse des franges. Il saute aux yeux que l'on a affaire à 
une radiation parfaitement déterminée tout comme dans le cas 
de la soude. II était bien probable que c'était la raie 0"^,000383 
du magnésium ; il fallait pourtant s'en assurer. Rien n'est plus 
facile. Après avoir obtenu le cliché, je laisse le système produc- 
teur des franges tel qu'il est, je Téclaire à la lumière du sodium 
comme le faisait M. Fizeau et je dessine avec le plus grand soin 
les franges et le quadrillage. La comparaison de ce dessin avec 
le cliché va nous donner le rapport des longueurs d'onde. 
Voici, la marche du calcul. On détermine d'abord le rapport de 
grandeur des deux images ; en mesurant de part et d'autre à la 
machine à diviser la longueur de 10 côtés de carrés, j'ai trouvé: 

Grandeor du dessin 790 
Grandeur du cliché 87 

Prenant alors dans les deux images une partie où les franges 
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sont très sensiblement parallèles et équidistantes, on en mesure 
leeartement moyen. J'ai trouvé pour le magnésium 0'°"",453 et 
pour la soude 6'°"',15. Si nous ramenons le cliché à la grandeur 
du dessin, nous trouvons un écartement moyen 

790 

87 ' 

La longueur d'onde de la raie du sodium étant 0™,0008893, 
nous trouvons pour le magnésium 

400 
0-»,0005893 X -— = 0»»,0003835. 

615 

Or, d'après les tables de M. Cornu (*), les trois composantes 
de la raie triple du magnésium ont pour longueurs d'onde : 

0™«,00038290 
0°"°,00038315 
0«"»,00038375 

En moyenne 0"»«,00038327 

On le voit, la concordance est parfaite. 

/■ 
§ III. — Relevé micrométrique. Sensibilité de la méthode. 

Ce relevé se fait à l'aide d'un microscope grossissant 20 ou 
30 fois et fixé au chariot de la machine à diviser. On suit les 
lignes des deux systèmes et on fait la lecture du compteur et de 
la tète de vis à chaque passage du réticule sur le milieu d'une 
frange ou sur un croisement de droites. La position de chaque 
point de repère entre les deux franges qui le comprennent se 
trouve déterminée par deux rapports dont on a mesuré les termes. 
Afin de juger expérimentalement de la précision du repérage, 
j'ai fait à deux reprises le relevé d'un même cliché. Les résultats 
sont consignés dans le tableau suivant. Les lettres A, B, C, etc., 
représentent les 16 points choisis. On a accentué les lettres dans 



(*) Cornu, Spectre normal du soleil, partie ultra-violeuef pi. 1. 
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les mesures faites sur le second système de lignes. Enfin, les 
pointés sont exprimés en franges et centièmes de franges. 



II. 

A 2.96 

A' 2.95 

B 4.60 

B' 4.63 

C 6.25 

a 6.23 

D 7.60 

D' 7.60 

E 4.08 

E' 4.10 

F 5 80 

F' 5.86 

G 7.37 

G' 7.39 

H 8.80 

H' 8.83 

I 5.34 

r 5.31 

K 7.06 

K' 7.06 

L 8.49 

V 8.61 

M 10.00 

M' 9.96 

N 6.66 

N' 6.73 

9.84 

C 9.88 

P 11.34 

P' 11.26 

Q 8.31 

Q' 8.34 

Ce qui donne pour le pointé moyen les valeurs : 

II. I. Différence. 

7.163 7.161 0.002 

Avant d'appliquer à ces résultats les formules du calcul des 
probabilités, il faut nous assurer que les erreurs A satisfont au 



1. 


Différences A . 


Carrés 
des différences A* 


2.96 








2.94 


-4- 1 


1 


4.60 








4.64 


— 1 


1 


6.28 


— 3 


9 


6.20 


-4- 3 


9 


7.55 


-+- 5 


25 


7.60 








4.09 


— 1 


1 


4.06 


H- 4 


. 16 


5.82 


— 2 


4 


5.89 


— 3 


9 


7.34 


-f- 3 


9 


7.34 


-4- 5 


25 


8.79 


-f- 1 


1 


8.82 


-♦- 1 


1 


5.36 


— 2 


4 


5.29 


-^ 2 


4 


7.05 


-♦- 1 


1 


7.06 








8.52 


— S 


9 


8.59 


-+- 2 


4 


10.00 








9.95 


H- 1 


1 


6.64 


H- 2 


4 


6.75 








9.88 


— 4 


16 


9.91 


— 3 


9 


11.36 


— 2 


4 


11.25 


-4- 1 


1 


8.50 


-^ 1 


1 


8.35 


— 1 


1 
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32. — 246 — 

moins approximativement à la loi de fréquence des erreurs for- 
tuites. M. Cornu (*) a donné un moyen très élégant de vérifier 
cette condition ; il faut que Ton ait pour n observations 

2 

r7r=3,Ui5. 



m' 



Dans le cas actuel 

170 



( 



16 

== 3.23. 



58\' 
32/ 



Ce nombre s'approche suffisamment de n eu égard au petit 
nombre d'observations n. 

Calculons maintenant Terreur probable s du pointé moyen par 
la formule connue 



w 



l^' 



ï/2 ^ n(n— I) 
On trouve pour e évalué en franges : 

E = ifc 0,0028. 

La frange valant ici O^^jOOOlO, on aura 

E = it: 0°"»,0000005 . 

La limite de précision de la méthode atteint donc V^oooooo ^^ 
millimètre. 

Pour se rendre compte de la valeur relative de ce résultat, il 
faut mettre en regard la sensibilité de quelques autres méthodes. 



(*) Cornu. Vitesse de la lumière 220 dans les annales de C Observatoire de Paris, 
Xni, 1876. 
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Les sphéromètres à levier de Perreaux ne permettent pas 
d'apprécier des quantités moindre; que 0°"°,0003S. 

La méthode des comjlBrateurs à traits, pratiquée avec tant de 
soin au bureau international des poids et mesures, ne peut, 
d*après le savant directeur de cet établissement, dépasser en sen- 
sibilité O^^ftOOi. 

Il est un autre instrument, assez peu connu, véritable com- 
parateur optique, imaginé par M. Cornu et décrit par lui dans le 
Journal de physique (tome IV, 7, 1875). 

Imaginons une barre rigide, reposant sur un plan fixe par deux 

pointes. Perpendiculairement à la ligne 

des pointes, fixons à la partie supérieure 

^ » de la barre un miroir plan M. Soulevons 

F»«- <«. maintenant Tune des pointes, A par 

exemple, en interposant entre elle et le plan fixe une lame à 
faces parallèles. Soit a Tangle dont 
la ligne des pointes AB a tourné 
autour de B; l'épaisseur e de la 
lame interposée sera e = / sin a, 
/ étant la distance des pointes. 
L*angle a se mesure avec une 

grande précision par la rotation ,^ 

du miroir en appliquant la mé- ^' ^^ ^ 

thode de Poggendorff au moyen 
d'une lunette et d'une règle divisée verticale. En réalité, le levier 
de M. Cornu est un fléau de balance dont le couteau central est 
remplacé par les deux pointes P et P' et les couteaux extrêmes 
par les points A et A'. L'objet à mesurer se place sous les pointes 
PP', et l'on mesure la rotation du miroir quand on passe du 
contact de A au contact de A' avec le plan fixe. 

Pour évaluer la sensibilité de cet instrument, remarquons 
d'abord que si l'échelle divisée et le point A coïncidaient, une 
petite épaisseur e introduite sous la ligne des pointes PP' don- 
nerait à réchelle une différence de lecture égale à ke. Comme 
on peut apprécier sur l'échelle 7io ^^ millimètre, on voit que 
l'on pourrait apprécier cà */4o de millimètre. 








t 
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Pour avoir la limite do sensibilité du levier optique il faut 
multiplier cette fraction */4o P?^ 1^ rapport £ de la longueur / du 
demi-levier à la distance L du miroir 4 Téchelle divisée. Il y a 
intérêt à augmenter L et à réduire /. Supposons L=10 mètres. 
Il semble à priori qu'on puisse réduire indéfiniment /; en réalité, 
cette quantité ne peut décroître au-dessous d'une certaine limite 
si Ton ne veut perdre en précision ce que Ton gagne en sensi- 
bilité. En effet, à mesure que / diminue, la précision relative avec 
laquelle on le mesure décroît. Supposons qu'on dispose d*une 
machine à diviser pouvant donner l'approximation d'une fraction fx 
de millimètre. Si le levier a / millimètres, sa longueur sera connue 
à une fraction près ^ de sa valeur; fapproximation de ^ étant la 
même que celle de /, on voit que la limite dont je parlais tantôt 
sera atteinte lorsqu'on aura 

posons L=*10000 et fjL=g^ (limite qu'il me parait difficile de 
dépasser dans la mesure de la distance de deux pointes). 
Nous trouvons : 

500 

d'où ^ = 0.00045 et la limite de précision de la méthode du 
levier optique sera en millimètres ^ x 0.00045, soit environ 
0°"»,00001 . 

Je rappellerai enfin que M. Fizeau donne comme limite 
atteinte dans ses recherches ^ ou O'^^jOOOOlS. 

Il nous faut examiner une dernière question qui se rattache 
au principe même de la méthode des interférences. Dans ces 
recherches, Funiié de mesure est la longueur d'onde de la 
lumière employée, la précision des mesures demande non seu- 
lement que cette longueur d'onde soit bien connue, mais encore, 
et surtout, que dans une série d'opérations, elle reste toujours 
bien identique à elle-même. 
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ft Rappelons un phénomène bien connu. Si Ton produit les 
franges au moyen de la lumière de la soude réfléchie aux deux 
faces d^une lame d'air, et si, partant du contact, on fait croître 
d*une manière continue la distance des surfaces réfléchissantes, 
on voit bientôt la netteté du phénomène des interférences se 
troubler; les franges noires et brillantes semblent se dilater 
simultanément et se recouvrir; lorsque les surfaces réfléchis- 
santes ont atteint une distance qui correspond au passage d*en- 
viron 500 taches noires par le centré, on n'a plus sensiblement 
<)u'un champ lumineux uniforme. Si Ton fait croître encore la 
distance, lapparence primitive revient peu et après le passage 
de 500 nouvelles taches noires le phénomène a repris tout son 
éclat, etc. 

Pour se rendre compte de ces apparences, il faut se rappeler 
qu'en réalité la lumière de la soude est dichromatique. La raie 
spectrale D est formée de deux composantes à peu près de même 
intensité et dont les longueurs d'onde sontii = 0'"",0005889 et 
)^=0'"'",0005895 d'après Angstrôm. Chacune de ces deux 
lumières monochromati^uet donnera évidemment son système de 
franges et Ton comprend que si l'épaisseur e de la lame d'air était 
telle que l'on eût c = w ^ = (m -+- i) ^ , les deux systèmes de 
franges seraient complémentaires et s'effaceraient mutuellement. 
La relation précédente nous donne wic= j^— ^ = 500 environ, 
doù e=0""",147, pour celte valeur e les franges s'effacent. Si 
Ton double cette valeur de e l'épaisseur de la lame d*air corres- 
pondra à !2m franges du système ^ et 2 (m + i) ou 2m -4- 1 
franges du système X|. Les deux systèmes seront en coïncidence 
et le phénomène reprendra tout son éclat, et ainsi de suite. 

Quand on se sert de lames d'air très minces, comme c'est 
presque toujours le cas dans les mesures de dilatations, la net- 
teté du phénomène reste sensiblement constante; il n'en est pas 
moins vrai que les deux systèmes de franges existent toujours et 
que les choses se passent absolument comme si l'on avait affaire 
à une longueur d'onde moyenne, fonction de l'épaisseur e de 
la lame d'air; chaque fois que cette épaisseur, partant de zéro, 
a augmenté de | , la longueur d'onde moyenne, partant de la 
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plus, si je considère une frange de rang n, la valeur de la lon- 
gueur d*onde moyenne en ce point diffère de j^ de la valeur 
correspondante au centre des franges. 

Il est cependant possible de connaître dans chaque cas la va- 
leur de Tunité de mesure dont on se sert, à —^ près de sa valeur. 

On a généralement une dizaine de franges dans le champ. On 
considérera celle qui forme le milieu du système et Ton mesu- 
rera en un de ses points Tépaisseur de la lame d*air; la méthode 
que j*ai exposée plus haut permet de faire cette mesure au 
moins à '/^q P>*és* D'ailleurs, pour une lame d'air même de 
0"",015, l'écart des deux systèmes de franges n'atteint que -5 
de ^ . Cet écart étant connu au Vso' ^^ ^^'^ ^"^ '^ longueur 
d'onde moyenne sera connue à ^ de sa valeur près. 

Nous pourrions répéter les mêmes raisonnements pour la raie 
triple du magnésium, sauf que l'écart des deux composantes 
extrêmes atteint ^ de la valeur moyenne. Nous devons d'ail- 
leur^s nous demander si cette radiation de magnésium se retrouve 
toujours identique à elle-même, iê résoudrai toutes les diffi- 
cultés à la fois en opérant comme suit : Je donnerai à la lame 
d'air une série d'épaisseurs peu différentes les unes des autres 
et comprises entre les limites utiles. Pour chacune de ces épais- 
seurs, je comparerai la longueur magnésienne ^^ ^ 1& longueur 
d'onde A^ de la soude et cela en opérant comme je l'ai fait précé- 
demment pour reconnaître la radiation de mes clichés. Je déter- 
minerai ainsi une première série de valeurs de ^^ ^^ fonction de 
l'épaisseur e. 

Cela fait, pour les mêmes épaisseurs, je calculerai les valeurs 
moyennes )^ en partant des longueurs d'onde données par les 
tables pour les composantes de la raie triple du magnésium. 

Si les deux séries de valeurs ainsi trouvées pour \ diffèrent 
entre elles de quantités moindres que ^ >„, j'aurai acquis la 
certitude que la méthode d'enregistrement photographique du 
déplacement des franges d'interférence permet d'apprécier des 
variations de longueur de 0'"",0000005. 
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SUR 

UNE 

NOUVELLE MÉTHODE DE RÉSOLUTION 

DES 

ÉQUATIONS LINÉAIRES 

ET 
SUR L'APPLICATION DE CETTE MÉTHODE 

AU CALCUL DES DÉTERMINANTS 

PAR 

rabbé B.-I. GLASEN 



On expose habituellement, en algèbre élémentaire, trois 
méthodes de résolution des équations linéaires qui, au fond, ne 
diffèrent pas Tune de Tautre. Ces méthodes introduisent dans 
les équations des facteurs communs à tous leurs termes ou aux 
deux termes des fractions quelles contiennent. L'exposition, 
même l'exposition élémentaire de ces méthodes, ferait bien de 
les indiquer; la théorie, pour être complète, l'exigerait et la pra- 
tique, comme nous le ferons voir (12), y trouverait des avantages 
précieux. Aussi enseignerons-nous (13) une manière d'employer 
ces méthodes qui les fera connaître sans difficulté. 

La théorie des déterminants nous fournit, il est vrai, une 

méthode (identique au fond à celle du n® 2) qui n'a pas ces 

inconvénients, mais qui, pour être belle et simple en théorie, 

cesse d*étre pratique dès qu'il s'agit d'un système de plus de trois 

équations. 

La méthode que nous allons exposer indique les facteurs 
communs avant qu'ils s'introduisent dans les équations ; de plus. 
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elle simplifie les calculs en réduisant le nombre des opérations 
à faire. Elle semble aussi être plus scientifique, parce qu'elle fait 
connaître et qu'elle repousse en quelque sorte, aussitôt qu'elles 
entrent dans les calculs, et les équations incompatibles avec celles 
dont on s'est déjà servi et celles qui en sont une conséquence. 

Dans un premier chapitre, nous exposerons la méthode, nous 
ferons la discussion des équations qu'elle nous impose d'elle- 
même et nous l'emploierons pour chercher les solutions générales. 

Dans un second chapitre, nous la démontrerons par la théorie 
des déterminants et nous l'appliquerons au calcul des valeurs de 
ceux-ci (*). 



Exposition et démonstration élémentaire de la méthode. 

1. Caractère distinctif de la méthode. — Les méthodes d'éli- 
mination dont on se sert habituellement procèdent par réduc- 
tions successives d'un système dep équations à p inconnues à un 
système de (p — 1) équations à (p — 1) inconnues, de ce 
système à un système de (p — 2) équations à (p — 2) incon- 
nues et ainsi de suite. Dans celle que nous allons exposer, nous 
réduirons les deux premières équations à deux équations entre 
chacune de deux inconnues et les autres, puis ces deux-ci avec 
la troisième du système primitif à trois équations entre chacune 
de trois inconnues et les autres et ainsi de suite. Pour abréger, 
nous nommerons ces équations, qui conduisent immédiatement 
aux valeurs des premières inconnues en fonction des autres, les 
équations qui expriment les valeurs des premières inconnues en 
fonction des autres, ou même plus simplement les équations qui 
expriment les valeurs des premières inconnues. 



n M. p. Mansion, professeur de rUmversité de Gand, chargé par la Sodété scienti- 
fique de Bruxelles d'examiner ce travaU, a bien voulu me faire de précieuses observations 
concernant la rédaction ;j'ai tâché d'en profiter et je l'en remercie vivement. 
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2. Méthode sans l'emploi de la division. — Soient les équations 
du système 1, dont nous désignerons les premiers membres par 
des lettres affectées de Tindice 1 , 

Y, = a,x -I- 6,y -I- r,z-i-(/^ -♦- ... m,i-aO, ) . (I) 

Zi s= OsX -I- biy -^ CsZ-^ d^ -*- ... m^k = 0, etc. / 

L*élimination de x et celle de y entre les deux premières de 
ces équations nous donne 

OjY, — a,X, = (a fit— a^,)y -i- (aiCi — o,C|) z -f- - =» 0, 
6,X| — 6|Y| s— (aj6, — a,6,) x -+- (c,6, — c,6i) z -¥• .«=0, 

ou encore 

6|Y| — 6jX| = — (0464 — Ojô,) X — (ciôj — ej)i) z — ... es» 0. 

On voit que, dans les deux équations qu*on trouve ainsi et qui 
expriment les valeurs de y et de x, ces deux inconnues sont, en 
faisant abstraction des signes, multipliées par le même coefficient. 
Cette propriété nous permet d*éliminer d*emblée x et y de 
Téquation Z| =3 0. En désignant par Y2 et X2 les premiers 
membres des deux équations qui expriment les valeurs de y et 
de X tirées des deux premières équations I, et par m le coeffi- 
cient commun de ces deux inconnues, de sorte que 

Y, = my -h (OiCj — a^Ci) z -^ •• = 0, 
X, = mx -♦- (Cihf — C46,) z -♦-.••= 0, 

nous aurons 

mZ, = majX-*- mb^y -+- mciZ h- = 0, 

— 65Y, = — rnbiy — ^5 («iCt — OtCi) z = 0, 

— OjX, = — mOiX — a, (C|6j — cA) ^ ^ 0, 
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d*où Ton déduit une équation de la forme 

Z, = Rz -4- Sa -♦- •.. = 0. 

En cherchant de la même manière au moyen des trois pre- 
mières équations I, celles qui expriment les valeurs de y et de x 
pour des valeurs quelconques de 5, t, etc., on trouverait, comme 
on pourrait s*en convaincre par un calcul direct et comme d'ail- 
leurs nous allons le démontrer d'une manière générale, des 
équations de la forme 

X5=Rx-4-S'« -*. ..-=0, 
Y5«»Ry-*-S"a •♦. .-.=0, 

où X et 2/ se trouvent multipliés par le coeflScient R de jz dans 
l'expression Z3, ce qui permettra d'éliminer d'emblée x, y et z 
de l'équation S^i = 0, et ainsi de suite. 

En d'autres termes, pour éliminer les inconnues x, y, z, s 
entre les cinq premières des équations I, il faut préalablement, 
au moyen des quatre premières équations, chercher les valeurs 
de X, y, z et s. D'après le principe de cette méthode qui exclut la 
division, les inconnues x, y, z ei s seront, dans ces équations, 
multipliées par le même coefficient E ou — E, ce qui permettra 
de les éliminer d'emblée de l'équation ET^ = 0, c'est-à-dire de 
la 5* équation multipliée par E. Les quatre équations auxiliaires 
seront chacune déduites, d'une manière semblable, des trois 
premières équations, etc., de sorte que toutes les équations ne se 
trouvent que par un procédé unique, bien déterminé et ne peu- 
vent se présenter que sous une seule forme, tandis que les autres 
méthodes peuvent, par des voies différentes, conduire à des 
équations mXt ■+■ mBv -h .. = et nAt -+- nBv -+- ... = 0, qui 
pour être équivalentes ne sont pas absolument de la même 
forme. 

3. Démonstration du principe fondamental. — Supposons 
que ce principe de l'égalité des coefficients soit vrai pour quatre 
équations et démontrons-le pour cinq. 
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Les quatre premières équations du système I nous donneront 
les valeurs de x, y^ z ei s sous la forme 

t X4 = Ex H- Al H- au ••• =-• 0, \ 

Y4 = Ey -f- Bl -4- Ou ... = 0, I 

^ ^ (4) 

Z^ = Ez -*- C( -k-ru .. = 0, ( 

S4 = E« -♦- D( -♦- Jm ... = 0, ; 

parce que, d*après notre hypothèse, les coefficients de or, y, z et 5 
doivent être égaux; et elles nous donneront les valeurs de x, y, 
zeit sous la forme 

X^ = Dx -f- A|« -I- a,u .. = 0, 
Y,, = Dy -f- B,« -4- PiU ... = 0, , 
Z„ = Dz H- C|S -♦- r iW ... = 0, 



T„ = D( -♦- E« -♦- ^|M ... = 0, 



1 



car Tiv "» et S4 <= sont la même équation, qui ne peut 
être trouvée que d'une seule manière, savoir par l'élimination 
de Xy y et z de la quatrième équation I et, d'après notre hypo- 
thèse, les coefficients de x, y et z doivent être égaux à celui de t. 

Nous allons de plus démontrer que A^ => — A. 

Si E est différent de 0, le premier de ces groupes nous donne 
les valeurs de x, y, z et 5 pour des valeurs quelconques des 
autres lettres /, u, etc. (*). 

En supposant donc que E soit différent de 0, nous aurons 
pour 

( = 1, ub= v =:•'• = A:» 0, 

Ex -♦- A «= 0, et Es -*- D = 0. 

D'où Ton tire 

Ex« -♦- A« =3 0, et Ex« ^ Dx = 0, 



(*) L'équivalence des groupes (4) et (IV) et des groupes (S) et (V) que nous emploierons 
dans la suite est établie aux n«« 6 et 8. Nous faisons cette remarque pour prévenir une 
objection qui peut venir k l'esprit du lecteur. 



.' 
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et 

Dx — As = 0. 

La première équaiion du groupe (IV) deviendra ^ 

Dx ■*- A|S =0, 

ce qui serait impossible, si Ton n*avail pas 

A,s = — A«. 

On trouverait de même 

B|8 = — Bs 

et 

C,« = — Cs. 

Si E = 0, nous perdons le droit de dire que le groupe IV nous 
donne les valeurs x, t/, z, s pour des valeurs quelconques des 
autres inconnues, ce qui empêche notre démonstration d^être 
applicable à ce cas. Mais si un des coefficients A, B, C, D, par 
exemple D, est différent de 0, nous pouvons choisir le groupe IV 
pour en faire le point de départ de cette démonstration. Enfin 
siAe=rB = C=BD = E=:'0, nous observerons que les équa- 
tions X4=0 et X,v=0 appartiennent toutes les deux au groupe 
qui est censé exprimer les valeurs de s, {, t/, z, de sorte que les 
coefficients A et A^ de « et £ ne peuvent différer que par leurs 
signes, et que, si A = 0, nous pouvons en tout cas écrire 
A,= A. 

Pour éliminer x, y, z ei s de Téquation T^ = 0, la 5* du 
système 1, nous n*avons qu'à additionner les équations suivantes : 

ET, = (IjEjc -+- h^Eij -f- fjEz -»- r/gEs -•- e^Et -♦-••== 0, 

— (1^X1= — O5EX — a^kt • -= 0, 

— /^J^^i —biEy —bfil =0, 

— C5Z4 == — c^Ez - CgCr =0, 



^ 
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ce qui nous donnera 

T, = (—as A — 65B — cfi — c/gD -♦- eiE)t -^ •- == 0. 

Pour éliminer de réquatîon T| = 0, x, t/, z ei, au lieu de s, 
une autre des inconnues restantes, par exemple ^ nous n'avons 
qu'à additionner les équations suivantes après avoir remplacé dans 
les équations (IV) A|5, B^s et C|S par — As, — B« et — Cs : 

DT, = «gDx ■* bfiy ■+■ cj)z -^ dfis -♦- CjD^ -♦- • • • = 0, 

— OgX,, = — OgDx -+- a^Xs -+■ = 0, 

— 65Y,, = - bfiy ^ 65BS -e =: 0, 

— CaZ,/= — CiDz -+■ cfis -*- =0, 

— C5T., = — ejEs — efit — . . =0, 

ce qui nous donnera 

Sj == («bA -h 65B -♦- C5C -^ c/jD — CjEjs -H ... = 0. 

Donc si Ton cherche par cette méthode, au moyen des 5 pre- 
mières équations I, les équations qui expriment les valeurs de 
5 inconnues x, y, z, s et (, les coefficients de deux quelconques, 
s et tf de ces inconnues et par conséquent les coefficients de ces 
cinq inconnues devront, dans ces cinq équations, être égaux aux 
signes près, si ce principe de Tégalité des coefficients est démon- 
tré pour 4 équations. On démontrerait de la même manière qu'il 
est vrai pour p équations, s'il l'est pour (p — 1). Démontré 
pour 2, il l'est donc pour 3, et par conséquent pour 4 équa- 
tions, etc. 

4. Méthode abrégée par la division. — La méthode que nous 
venons d'exposer, fastidieuse déjà pour résoudre un système de 
quatre équations et impraticable pour un système de six, n'aurait 
qu'une valeur théorique, s'il n'y avait pas moyen de l'abréger. 
Mais le principe des coefficients égaux nous fournit ce moyen. 

Supposons que les coefficients E du système (4) ne soient pas 
nuls; choisissons dans l'équation T5=0 une inconnue t don 

XII. i7 
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le coefficient F soit également différent de 0. Les équations qui 
donneront les valeurs de x, t/, z, s et t pour des valeurs quel- 
conques des autres inconnues (ou lettres) seront, diaprés le 
numéro précédent, de la forme 



Tjj — F( -♦- ca -♦- 


... = o 


S^ — F« -+- rfu -f- 


... = o 


Z5 =» F« -H Ctl -♦- 


.. — 


Y5 = Fy -4- bu ^ 


... =0 


Xjj -♦- Fx -♦- au -H 


... =0 



(S) 



Si aucun des coefficients numériques ou algébriques des équa- 
tions I n'a de dénominateur, la méthode sans l'emploi de la 
division n'en peut pas introduire, et tous les coefficients de ces 
équations doivent être des nombres entiers, ou des expressions 
algébriques entières par rapport aux coefficients primitifs. 

L'élimination de t, entre Téquation T{(=0 et les équations (4), 
nous donne 

EFs -*- (cîF — D/*) M -H ... = 0, 

EFz -♦- (y F — Cf) M -+-••• = 0, 

EFy -*- (pF -7- B/) ti -*- ... = 0, 

EFx -f- (aF — A/^ u -*- ... = 0, 



ou, comme par hypothèse E n'est pas nul. 



S, 






Z.= Fz ■+■ 



Yv - Fy 



Xv = Fx 



0, 



f rF - CA 



(^0"— 



£ 
^«F— A 



(£-£). 



0, 



0, 



0. 



I 



. . (V) 



Ces systèmes (5) et (V), qui expriment les valeurs de $, z, y 



jé 



în^^ 



— 259 — 9. 

et X pour des valeurs arbitraires deti, v,u;, A:, nous donnent pour 

JF — D/^ 



Fa ^ rf = =» F« -4- 



Fz -^ c » = Fz + 



E • 
E ' 



SF — B/ 
FyH-6 = 0==Fy + ^--^, 

^ ^ aF — A/ 

Fx -4- a = = Fx H — ' ; 

E 



d*où nous tirons 



^ = — Ê-' 
pF— B/* 

aF — A/" 



c-^ 



6 = 



a = 



On démontrerait de la même manière que les coefficients de 
Vf u;... et À: des équations (V) sont identiques ave cceux des équa- 
tions (5) et se réduisent, par conséquent, à des nombres entiers 
ou des expressions algébriques entières, s*il ne se trouve pas 
de dénominateur dans le système primitif I. 

Donc, après avoir trouvé Téquation T5SO, on déterminera 
les autres équations du système (5) de la manière suivante : On 
choisit une inconnue t de l'équation T5 =a 0, dont k coefficient F 
soit différent de 0, pour l'éliminer entre l'équation T5 = e< les 
quatre équations (4) et on divisera les équations résultantes par 
E, le coefficient commun des inconnues dont les valeurs sont 
exprimées par le système (4), et que nous supposons également 
être différent de 0. D'après la remarque que nous venons de 
faire, ces divisions nous donneront des nombres entiers, si les 
coefficients des équations primitives sont entiers. 
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Pour ne pas se priver de cet avantage, on commencera 
par chasser les dénominateurs de toutes les équations don- 
nées. On choisira alors, dans Téquation X^ = 0, une inconnue x 
dont le coefficient a^ soit différent de pour Téliminer entre les 
deux premières équations I. Cette élimination et les suivantes 
seront faites diaprés le procédé général, c*est-à-dire que, par 
exemple, x sera éliminé entre deux équations contenant les 
termes ix et — 6x, en multipliant la première par 6 et 
Tautre par 4, et entre deux équations contenant les termes ix 
et . X en multipliant la seconde par 4. Dans Téquation résul- 
tante ¥2 = 0, on choisira une inconnue j^, multipliée par un 
coefficient différent de 0, pour l'éliminer entre X-i = et ¥,«= 0, 
et on divisera Féquation résultante par a, pour trouver féqua- 
tion X2 = 0; après quoi on éliminera d'emblée x eiy entre les 
équations Yj = 0, Xj = et Z^ = 0. Le reste des opérations 
est indiqué par la règle précédente. 

5. Exemple. — Soient à résoudre les équations : 



X.- 


2x — 


3y-4- 


5z •+■ 


U -¥■ 


3v — 


13=0 


Y,- 


X ■+■ 


2y- 


Zz -4- 


4M — 


5v -4- 


i5 = 


z.- 


Sac — 


5y -»- 


7z-^ 


2m — 


3i? 


18 = 


u.= 


5x — 


y-*- 


4z-*- 


Su + 


2u-4- 


2«0 


V.- 


ix -*• 


7y- 


2z -f- 


ZU H- 


li4t; + 


12 = 


X.- 


ix — 


3y-v 


5z -♦- 


14 -♦- 


3v — 


13 = 


2Y.= 


2XM- 


4y — 


6z-4- 


8w — 


iOv-f- 


30 = 


-X.— 


— 2x + 


3y- 


5z — 


w — 


3r -f- 


13 = 


Y,= 




7y- 


iiz-*- 


7t* 


i3l?-4- 


43 = 


7X,= 


2.7x — 


3.7y-»- 


35z -♦- 


7tiH- 


2I1; — 


91 =0 


3Y,= 




3.7y — 


33z -♦- 


2iw — 


39u^ 


129 = 




2.7* 


H- 


2zrH- 


28u — 


18vH- 


38 = 


x,= 


7x 


-1- 


z -4- 


44m — 


9i? -♦- 


19 = 
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4i 



7Z. 

5Y, 

— 3X, 

Z, 



3.7x — 5.7y -♦- 

5.7y - 

: — 3.7a: — 



49z 

3z 
9z 



14u 

35t4 

42u 

lu 



21 V 
65v 
27i; 
59v 



126 
215 

57 
32 










-9Y, = - 


9-7y + 


9.Hz — 


63t«-*. 1i7v — 


387 =.0 


1<Z,= 





9.1 iz -4- 


77 m - 649v -4- 


352 = 


— 


9.7y 


H- 


i4tt— 532t; — 


35 = 


Y,- 


9y 


H- 


2m— 76» — 


5 = 


9X, = 9.7x 


-+- 


9z -+- 


i26M— Slw -f- 


171«nO 


Z,= 





9« -V 


7m— 59V-+- 


32 = 


9.7x 




-♦- 


133m — 140v -♦- 


203 = 


X,— 9x 




-H 


i9M — 20v -♦- 


29=0 


9U, = 5.9x — 


9yH- 


4.9«-f- 


72m -♦- iSv -♦- 


18 = 


4Z,- 


— 


4.9Z-I- 


28m — 256v -♦- 


128 = 


-Y,-= 


% 


— 


2m -♦- 76v -♦- 


5 = 


_5X, =— 5.9x 




— 


95m -H lOOv — 


105 = 


u.= 






3m — 42t; -♦- 


6 — 


3Z, = 


— 


3.9z^ 


3.7m — 177V-*. 


96 = 


-7U.= 




— 


3.7m h- 294v — 


42 = 




— 


3.9z 


-f-i17v^ 


54 = 


z.= 


— 


3z 


-♦- 13v -+- 


6 — 


-3Y,- 


9.3y 


— 


2.3m -f- 228i; -♦- 


15 = 


2U.= 






2.3m— 84t;-^ 


i2 = 




9.3y 




H- i44v^ 


27 = 


Y.= 


3y 




-f- 16» ^ 


3 = 


3X, = 9.3x 




-+- 


1 9.3m — 60t7 -4- 


87 = 


-19U,= 




— 


i9.3M -*. 798v — 


114 = 


9.3x 






-*. 738t? — 


27 = 


X4= 3x 






-4- 82v — 


3 = 


3V, = 4.3x -V 


7.3y- 


2.3z-4- 


3.3m + 342v + 


56 = 


—30,— 




— 


3.3m -4- 126w — 


18 = 


-2Z,= 




2.3z 


— 26t; — 


12 = 


-7Y. - 


-7.3y 




-412u — 


21=0 


— X, 4.3x 






— 328v -4- 


i2 = 


v,= 






2» — 


3«0 
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2U4 = 3.2t* - 42.2t; -i- 


12 = 


42V5 42.2U — 


126 — 


5.2u 


114 — 


U5— 2ii 


38 = 


— 2Z4~3.2z — i5.2t; — 


12--0 


i3V5— i3.2v — 


39 = 


3.2z — 


51-0 


Zs- 2z — 


17 = 


2Y4 = 3.2i/ -4. 46.2V-*- 


6 = 


.16U5= — i6.2t?-*- 


48 = 


3.2y -*- 


54 = 


Y5« 2y H- 


18 = 


2X4 — 3.2x -*. 82.2t? 


6 — 


- 82U5 = 82.2V -4- 


246 — 


3.2x -♦- 


240 = 


X5= 2x H- 


80 = 



Discussion des équations. 

La méthode dont nous venons d*expliquer les règles suppose 
que nous trouvions dans chacune des équations X^ =30, Y2=»0, 
Z3 =3 0, etc., un coefficient différent de 0. Notre exposition reste- 
rait incomplète si nous n'examinions pas le cas où tous les coeffi- 
cients de Tune ou de l'autre de ces équations s'annulent. Nous 
sommes ainsi forcément conduit à la discussion des équations. 
Nous la ferons brièvement, non pour résoudre beaucoup de 
questions nouvelles, mais surtout pour faire voir la grande sim- 
plicité avec laquelle les principes que la discussion établit se 
déduisent des équations auxiliaires qui se présentent dans cette 
méthode. 

Soient les cinq équations 



Xi = a|X -4- b^y -4- c^z + rf|« -4- c,( -4- /it* h- ^iV -4- htW -4- ùk =0, 



T t B= OgX -4- b^y -I- f gZ H- rf,s -4- e^t -♦- f^u -4- g^v •♦- h^y) -»- 1 ,fc =» 0, 



(I) 



*iL.: 
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et supposons que les quatre premières de ces équations nous 
aient donné le système 

X4 = Ex -♦- At -♦- ••• = 0, 

Y4«Ev -*-Be-^ .. =0, 

^ ) (4) 

Z^^Ez ■*- C( -4- ... =0, 

S4 = E« -H D<-4- . = 0, 
dans lequel E est différent de 0. 

6. Lehme. Équivalence du groupe (4) etT\ =» et du groupe 
(4) et T5 = 0. — En éliminant au moyen des équations (4) les 
inconnues x, j/, z, s de Téquation 

Tj = 05X -•- b^y H- CjZ -♦- dfiS -4- Cjt -^ /iw -♦- •• • = 0, 

nous aurons 

Tg = ET, — «5X4 - AjYi — c^Zi — rf^Si = F( -4- F|U ^- F,u ^ ... = 0. 

Le système X4 = 0, ¥4 = 0, Z4 = 0, S4 = et T, = con- 
duit donc à T{j = et, par conséquent, au système X4 = 0, 
Y4 = 0, Z4 = 0, S4 = et T5= 0; et réciproquement, ce dernier 
système conduit à ET^ =0, et, comme nous supposons E diffé- 
rent de 0, à réquation T^ = 0, et par conséquent au système 
X4 = 0, ¥4 = 0, Z4 => 0, S4 = et T| = 0. Donc ces deux 
systèmes sont équivalents. 

7. Coefficients nub. — Si tous les coefficients de Féquation 

Tî{ = F« -f- F^u H h F4/: = sont nuls, l'équation T^ = 

devient = 0, identité qui n'apprend rien (*) et qui, en théorie, 
doit être supprimée. Le système formé du groupe (4) et T| = 0, 
équivalent à groupe (4) et Ti^ = 0, devient également équivalent 



(*) Dans les sciences d'observation on a souvent affaire à des équations qui ne sont 
pas d'une exactitude parfaite. Une équation à coeflBcients nuls peut aloi^ avoir son 
prix, parce que son parfait accord avec les autres augmente la probabilité de l'exactitude 
de celles-ci. Mais nous n'avons pas à nous occuper de ces questions. 
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à groupe [i), Téquation T| =0, peut être supprimée et les calculs 
devront être continués au moyen de la sixième équation du 
système (I). G*est évidemment la manière dont il faudrait traiter 
réquationXii =0, si tous ses coefficients étaient nuls. D*ailleurs si 

T, = ET, - a,\, — 65Y4 — C5Z4 - e^S, 

est identiquement nul, Péquation ET^=0 ou T^ = n'est qu'une 
simple conséquence (une combinaison linéaire) des équations (4) 
et n'exprime aucune relation nouvelle entre les inconnues. 

Si tous les coefficients des inconnues qui se trouvent dans 
l'expression T5 s'annulent et que le seul coefficient F4 de k 
(supposé être un nombre déterminé, différent de 0), soit égale- 
ment différent de 0, l'équation T5 = F^k «= 0, est une absurdité, 
qui prouve que le système I dont elle serait une conséquence, 
doit renfermer des contradictions. On peut évidemment dire la 
même chose de l'équation X^ = 0, si elle se réduisait à i^k «=» 0, 
ii et k étant différents de 0, Du reste si à Texception de F4 tous 
les coefficients de T» s'annulent, c'est-à-dire si les coefficients de 
l'expression 

ET| 

sont tous, à l'exception de ceux de A:, respectivement égaux à ceux 

de l'expi'ession 

05X4 H- ôjYi -H CbZi -I- rfjS^, 

l'équation 

ET4 = 0, ou T| = 

est incompatible avec l'équation 

«5X4 -4- biZi -^ czZi -¥■ (/1S4 =« 

et par conséquent incompatible avec le groupe (4) ou avec les 
quatre premières équations (I) dont cette équation est une consé- 
quence. 
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8. Équivalence du système (5) et du système (I). — L*élimi- 
nation de t entre T» = et les équations (4) nous donnera 

FX^ — AT5 -= EFx -♦- •. = 0, 
FY, — BT5 -= EFt/ H- =0, 
FZ, -CTs =EF2 -♦- . =0, 
FS, — DT.i ^ EF« -h ... = 0, 

et celles-ci divisées par E, qui est, par hypothèse, différent de 0, 
nous conduiront, si nous leur adjoignons T^ = 0, au système 



Xj " Fx -♦- ••. =r 0, 
Yi :^ Fy -^ ... =aO, 
Zj - ¥z -h . .. s= 0. 
S" =:. F.S -♦- . . = 0. 
T„=- Ft -+- ... = 0. 



(5) 



De même que les équations T5 et celles du groupe (4) con- 
duisent au système (5), celles-ci conduisent réciproquement 
d'abord naturellement à Tjj = 0, et aux équations FX4 = 0, 
FY4 = 0, FZ4 = et FS4 = 0, et, comme nous supposons 
également que F nesl pas nul, au groupe (4) et T5 = 0; et 
Tensemble de ces cinq équations est, diaprés le n** 6, équivalent 
au groupe (4) et T^ «= 0. Et, comme dans les équations des grou- 
pes antérieurs formés d'après les règles de notre méthode, les 
coefficients communs des premiers termes n'ont pu être nuls, le 
groupe (4) est équivalent au groupe (3) et S^ = 0, le groupe (3) 
au groupe (2) et Z^ = 0, le groupe (2) à Y, = I et X^ = 0. 
D'où nous pouvons conclure que le système (5) est équivalent 
au système I. 

9. Systèmes de lettres qu'on peut regarder comme des incon- 

m 

nues qui dépendent des autres lettres. Systèmes de lettres aux- 
quelles on ne peut pas attribuer des valeurs arbitraires, — Traitons 
dans cet examen k comme x, y, etc., c'est-à-dire comme une 
lettre qui peut désigner ou bien une inconnue ou bien un 
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nombre arbilrairc servant à déterminer les inconnues. Soit le 
système 

Xj = Fx -♦- aM -4- a|V -♦- «jW -♦- ajfc ■= 

Y, = Fy -♦- pu -f- PiV -*■ p<ir -♦- p^k = 

Zj =3 Fz -^ yu-i- nv -♦- r^ït^ -*- rsfc ~ ^ . . . (5) 

Sg = Fs -♦- (^11 -h (îi« -♦- (îs»i7 -f- (Jjfc = 

Tj = F< -♦- fi/ -♦- fiU =0 

où nous supposons que F, £ et €| différents de 0, tandis que les 
coefficients de u? et ft dans l'expression T^ sont nuls. Nous savons 
déjà que dans ces hypothèses nous pouvons exprimer les valeurs 
de X, y, z, s^ t ou de x, y^ Zy s, u ou de x, y, z, s, v en donnant 
des valeurs quelconques respectivement aux lettres u, v, w^ k ou 
à t^ Vf Wf k ou enHn à ti, ^ w, k. On a Thabiiude d'ajouter qu'on 
ne peut pas exprimer les valeurs de x, y, Zy Sy w ni de x, y, Zy 
s, k en fonction des autres lettres, parce que ces inconnues se 
trouveraient multipliées par dans les équations qui devraient 
donner leurs valeurs. D'où l'on conclut qu'on ne peut, sans 
rendre les équations incompatibles, attribuer des valeurs arbi- 
traires à toutes les lettres ni de la combinaison ^ ti, v. A:, ni de la 
combinaison t^ u, v, w. Observons d'abord qu'on peut dire plus 
généralement qu'on ne le peut pour aucune combinaison (x, <, 
ti, Vy par exemple), où entrent les trois lettres f, u,t;, à cause de 
la relation que T^ «=0 établit entre ces lettres. 

Les inconnues de la combinaison u, y, z, s, t qui résulte du 
changement d'une lettre de la combinaison x, y, z, Sy t peuvent 
être exprimées et peuvent seulement être exprimées en fonction 
de X, Vy Wy k si, dans X^, le coefficient a de u est différent de 0, 
car on peut appliquer à l'équation Xi{ = 0, ce que nous avons 
démontré pour T^ = 0. 

Les inconnues de la combinaison ti, v, z, «, t qui résulte du 
changement de deux lettres de la combinaison x, y, z, «, t en 
deux autres lettres peuvent s'exprimer et peuvent seulement s'ex- 
primer en fonction de x, y, u;, k si («Pi — «iP) est différent 
de 0; (aPf — a^iP) est le coefficient commun de u et de t; dans 
les deux équations déduites des équations Xi^^O et ¥5 = 0, qui 
expriment les valeurs de u et de t; en fonction de x, y, to. A:. Dans 
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cette hypothèse, on peut trouver n et i; pour des valeurs arbi- 
traires de Xy y, w, k et puis, en remplaçant u et v par leurs expres- 
sions en fonction de ar, y, u?, k dans Z5, S5 et Tjj, trouver égale- 
ment jz, Sy t en fonction des lettres x, y, t^;, A:. Si (apf — af|3)«=0y 
réquation qui devait nous donner u et v exprime une simple 
relation entre x, y, ti;, A:, qui ne permettra pas d*attribuer à 
chacune de ces lettres une valeur arbitraire. Et ainsi de suite. 

10. Équations homogènes. — Supposons que dans le sys- 
tème I les coefficients de u, v, to, k soient tous égaux à 0, de sorte 
qu'il se compose de cinq équations homogènes à cinq inconnues 
et qu*il est équivalent au système suivant : 

X4 = Ex -f- A« = 0, 
Y4 = Ey -H B« = 0, 
Z* == Ez -^ Cf = 0, 
S4 = E« -4- D« = 0, 
Tj = Ff = 0. 

Si F = 0, réquation T5= doit être supprimée et le système 
se réduit au système (4), et, d'après ce que nous venons de voir 
et ce qui se voit immédiatement, chacune des inconnues peut 
être regardée comme un nombre arbitraire duquel dépendent 
les valeurs des autres. Si F n'est pas nul, nous aurons 



11. Solutions générales des équations linéaires. — La conver- 
sion de % 3, etc. équations en 2, 3, etc. autres équations qui 
expriment les valeurs de 2, 3, etc. inconnues en fonction des 
autres (1), conduit plus directement aux solutions générales que 
les méthodes ordinaires. La recherche de ces solutions nous 
fournira une nouvelle démonstration du principe des coefficients 
égaux. Ces solutions étant connues, nous serons dans cette étude 
aussi bref que possible. Naturellement nous ne nous baserons 
pas sur la théorie des déterminants, ce qui serait supposer 
connus les résultats que nous cherchons. Nous nous dispenserons 
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seulement de reproduire la démonstration très facile du principe 
suivant: Dans une permutation quelconque de différents chiffres, 
ceux-ci, comparés deux à deux, se suivront ou bien dans leur 
ordre naturel, ou bien le plus fort précédera Tautre. En nommant 
cette dernière position une inversion, on peut diviser les permu* 
tations en deux classes : celle des permutations paires, qui com- 
prendra la permutation sans inversion et les permutations qui 
contiennent un nombre pair d'inversions et la classe des permu- 
tations impaires. Une permutation change de classe si Ton y 
échange un chiffre avec un autre. G*est uniquement la démon- 
stration de ce théorème que nous supposons connue. 

Les équations X| ^^ et Y^ =» du système (I) nous don- 
neront 

X. = (a|6| H- a,6,) x ■+■ (0,6, — cj)i)z -4- ••• = J 

En éliminant x et y entre ces équations et Téquation Zf = 
et en examinant la forme du coefficient de Z dans Téquation 
résultante, on observera facilement que les termes dont il se 
compose seront des produits de 3 facteurs, que les lettres de ces 
fadeurs seront a, 6, c et les indices de ces lettres 1,2, 3, qu*en 
les écrivant de manière que les lettres se suivent toujours 
dans le même ordre, par exemple dans Tordre alphabétique, les 
indices formeront les différentes permutations qu on peut former 
avec les chiffres 1, 2 et 3, ei que les signes des termes dépendent 
de la classe de ces permutations. On remarquera également que 
les coefficients des équations (2) ont des propriétés analogues. 
Une étude plus approfondie nous aurait fait voir que ces pro- 
priétés des coefficients pouvaient être prévues a priori. Faisons 
cette étude d'une manière générale. 

Désignons par [Oi^b^c^d^] ou par Ib^d^CiO^l la somme algé- 
brique de tous les termes dont la partie littérale (le mot formé 
par les lettres) est abcd ou bdca^ dont les indices forment toutes 
les permutations (tous les nombres) qu'on peut former avec les 
chiffres 1, 2, 3, 4, et dont les signes soient -4- ou — , suivant 
que les permutations des indices seront de la même classe que 
la permutation du terme mis entre les barres, ou de la classe 
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opposée. Lorsque dans celle-ci les chiffres des indices se suivent 
dans leur ordre naturel, nous nous dispenserons de les écrire, de 
sorte que \bcad\ = \bi€ç^a^di\. 

Supposons donc que le coefficient de s dans Téquation S4 = 
soit \abcd\f il nous sera facile de démontrer que les équations 
(4) seront de la forme 

X4=|a6frf|x-^ \ebcd\t-^ .-. = 0, \ 
Y4 = \abcd\y -*- \aecd\t -f- .. = 0, f 

84= |a6cd|s -♦- \abce \t -^ > 

Le coefficient de s est \abcd\ par supposition. 

En échangeant entre elles, dans les équations (I),c(|,(/29 ^3 ^^ ^4 
et C|, C), Cs, C4, ainsi que les coefficients s et z, les mêmes opéra- 
tions qui nous auront fait connaître cette valeur du coefficient 
de s en fonction de t, etc., nous auraient donné la valeur de z 
en fonction de ^ etc., de sorte que le coefficient de z peut se 
déduire de celui de s par rechange de d en c et de c en d, et 
il sera |a6(](c|. 

A chaque terme de \abdc\ correspond un terme de \abcd\ et 
un seul terme, composé des mêmes facteurs, et réciproquement; 
piar exemple, au terme ± aj)di^c^ correspond le terme ± ajDjc^d^ , 
et réciproquement. Mais ces deux termes seront de signes diffé- 
rents, parce que rechange de 1 et 3 change les classes et que 
dans les deux coefficients ceux de la classe paire sont positifs. 
Donc \abdc\ = — \abcd\y ce qui ne peut pas nous empêcher 
d'écrire I équation sous la forme \abcd\ z -f- etc. = 0. Le 
même raisonnement s'applique aux coefficients de y et de x. 

De quelque manière qu'on ait éliminé x, y et z pour trouver 
réquation S4 = 0, le coefficient de t ne peut différer de celui 
de $ que par le changement des lettres </ en e et doit par consé- 
quent être \abce\y si le premier est \abcd\. En appliquant la 
même observation aux trois autres équations, on voit que dans 
celles-ci il doit être |e6cd|, \aecd\ et \abed\. 

L'élimination simultanée de x, y, z, s entre les équations (i) 
et T| = conduira (3) à une équation où t aura le coefficient 

|a^(/|e!( — |a6ce|(/5 — |a6crf|C{j — |aecrf|6{, — |e6cci|Gr5. 
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abcd\ e^ se compose de tous les termes de \abcde\ où Tindice 5 
est attaché à la lettre e. Or — \abce\ d se compose de tous les 
termes de — \nbced\^ où Tindice K est attaché i la lettre d^ ou 
bien y comme d'après robservation que nous venons de faire 

— \abeed\ »> |a6ccfe|, de tous les termes de \abcde\y où Tindice 
5 est attaché à la lettre d. De même — \abed\c^y — \aecd\ 65, 

— \ebcd\a^ se composent de tous les termes de |a6cde|, où 
rindice 5 est attaché aux lettres c, b et a. 

Donc la somme des termes du coefficient de t est égale à la 
somme des termes de Texpression \abcde\ où Tindice 5 est 
attaché à Tune ou Fautre des lettres a, 6, c, d et e, c'est-à-dire 
égal à \abcde\. 

Les deux premières équations (I) conduisent à Texpression 
générale des valeurs de x et y^ multipliées par |a6|; donc les 
trois premières conduisent aux valeurs de x, y et z, multipliées 
par le coefficient commun |a6c|, et par conséquent les quatre 
premières aux valeurs de x, j^, z et s^ multipliées par |a6cd|y etc. 
Ce qui démontre le principe des coefficients égaux et indique 
leurs valeurs. 

On en déduit facilement la règle suivante : pour tirer de cinq 
équations les valeurs de cinq inconnues x, y^ 2r, s^ t^ exprimées 
en fonction des autres inconnues (ou lettres), u, v, t^;, ft, former 
Texpression la^ 69 c, d^e^\y où les lettres se rapportent aux coef- 
ficients de X, y y Zy s, t dans les équations (I). Cette expression 
sera le coefficient commun de x, y^ z^ s et t. Les coefficients de 
u, Vf w,ky dans chacune des cinq équations, se trouveront, en 
changeant dans le coefficient de Tinconnue, la lettre qui se rap- 
porte à cette inconnue, en celle, qui se rapporte à u, t;, u; et A:. 
De sorte que ces équations seront 

|a6c(ie|x -♦- \fbcde\u -♦- \gbcde\v -♦-••. =0 
\abcde\y + \afcde\u -t- \aycde\v •«-... <=0 



et pour 

\abcde\x h- \fbcde\ «=0, etc. 

12. Avantages de la méthode. — Les p équations déduites par 
cette méthode des p premières équations d'un système de n 
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équations à (in- 1) lermes, auront chacune (n — p 4- 2) termes. 
Pour passer du système de ces p équations à celui de (p + 1) 
équations à (n — p -h 1) termes, nous devrons !• éliminer 
simultanément au moyen de ces p équations p inconnues de la 
(p + 1)' équation (I). En faisant abstraction des termes à élimi- 
ner^ dont nous pouvons nous dispenser de calculer les coefiicients, 
parce qu*ils devront se détruire deux à deux, nous aurons dans 
chacune des p équations du système p et dans la (p + 1)' 
équation (I) à multiplier (n — p + 1) termes, par conséquent, à 
faire (p -h l) (n — p -h 1) multiplications ; 2* nous devrons, 
entre lequation à (n — p + 1} termes, qui résulte de cette élimi- 
nation, et chacune desp équations du groupe (p), éliminer une nou- 
velle inconnue. Nous ne multiplierons ni les premiers termes des 
équations (p) (ceux de Tinconnue qui ne se trouve pas dans 
réquation an — p -h i termes), ni les deux termes qui devront 
être éh'minés, mais nous nous contenterons d'indiquer les multi* 
plications à faire. Pour chacune des p éliminations nous aurons à 
faire 2 (w — p), ou en tout, 2p (n — p) multiph'cations. 

Le nombre des multiplications que nous aurons à faire pour 
passer successivement d'une équation à (n + 1) termes à un 
système de 2 équations à n termes, puis à un système de 3 équa- 
tions à (n — 1) termes, etc., jusqu'au système de n équations à 
2 termes, qui nous donne les solutions des équations (I), sera 
égal à la somme de toutes les valeurs de 

(p -♦- i) (n — p -♦- 1 ) -♦- î2p (n — p), 

en y supposant successivement p= 1, p = 2, etc., et p^=n — 1 
et sera 

2l(P^«Kn«p-^1)-*-2p(n-p)|= =i L_J!^ 1. 

D'après la méthode ordinaire, par addition et soustraction : 

1* Pour éliminer une inconnue entre deux équations à 

p inconnues ou à (p + i) termes, il faudra, en faisant abstraction 

des deux termes de ces inconnues, qui doivent s'entre-détruire, 

multiplier p termes de chacune des deux équations ou faire 2p 
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multiplications. Pour réduire un système de p équations à un 
système de (p — i) équations, il faut (p — 1) fois répéter cette 
opération ou faire 2p (p — 1) multiplications. Pour passer suc- 
cessivement d*un système den équations à unsystèmede(n — 1), 
de celui-ci à un système de (n — 2) inconnues, etc., et enfin 
d*un système de 3 équations à 2 inconnues à une équation à une 
inconnue, faire £2p(p — 1) multiplications, en désignant par 
cette expression la sojnme de toutes les valeurs de 2p(p — 1) 
pour p = 2, p «= 3, etc., et p = w. 

Après avoir trouvé les équations wx-+- n=0, oy 4-p=0,elc., 
qui donnent les valeurs de (p — 1) inconnues, on devra, pour 
trouver la p*, éliminer d abord x entre une équation à 2 termes 
et une équation k{p -h 1) termes, puis j^ entre une équation à 
Set une équation à p termes, etc., et finalement la (p — 1)** 
inconnue entre une équation à 2 et une autre à 3 termes, et par 

conséquent faire(l -f-p) + p -4- (p — 1) h \- 3= ^^"^^^^" *^ 

multiplications. Pour tirer de cette manière la valeur d'une 
seconde inconnue d*une équation à 2 inconnues, celle d'une 
troisième d'une équation à 3 inconnues, etc., et la n" d'une équa- 
tion à n inconnues, on aura un nombre de multiplications à faire 
qui s'exprimera par la somme de toutes les valeurs de ^^'^^^J^""'^ 
pour p = 2, p = 3... et p = n. Cette méthode exige donc 

v(.> . .X (p-*-4)(p~>l) ) 5n«^6n«-Hn 

multiplications. 

Le rapport entre les deux nombres que nous venons de trouver 

est 

3n' -«- 6n' — 3;< — 6 3n' -^ 9/* -♦- 6 

Les divisions que notre méthode impose ne doivent pas être 
regardées comme une charge dont la méthode ordinaire dispense 
le calculateur, mais comme un très grand avantage, même comme 
un avantage plus précieux que celui de la réduction des opéra- 
tions. Les divisions ne simplifient pas seulement les calculs, mais 
lorsqu'elles donnent des quotients entiers, elles fournissent une 
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preuve d*un très grand poids de la justesse des calculs. Il est 
très probable qu*une erreur dans un nombre sera indiquée 
aussitôt que ce nombre concourra à former un autre nombre qui 
devra être divisible par un nombre tant soit peu élevé, et si ce 
n*étai| pas le cas pour ie premier nombre qui dépend du 
nombre inexact, il est en général encore beaucoup plus probable 
que Terreur sera indiquée dans les calculs subséquents. En 
désignant les coefficients mal calculés, elle facilite aussi beaucoup 
la recherche des erreurs. Sans doute il y a moyen d'indiquer 
également pour les méthodes ordinaires les facteurs à supprimer, 
et nous allons le faire. Mais les erreurs y sont moins immédiate- 
ment reconnues et la recherche en est plus compliquée. 

13. Méthodes ordinaires. Facteurs communs. — Potir com- 
pléter cette étude, nous indiquerons une manière d'employer les 
méthodes ordinaires, qui fera découvrir facilement les facteurs 
communs qu'elles introduisent dans les équations. Nous dédui- 
rons un système de (m — i) équations à (m — 1) inconnues 
d'un système de m équations à m inconnues, en choisissant 
dans la première équation de celui-ci une inconnue dont le coef- 
ficient soit différent de 0, pour éliminer cette inconnue entre 
cette équation et chacune des autres du. même système. De cette 
manière nous passerons successivement du système primitif I, 
en supposant, comme nous venons de le dire, ai, ^i, C| diffé- 
rents de 0, aux systèmes 

Psy -4- rs« -^ Jj« -^ ••• =0, y 

où l'on a 

Pi = ai6, - aA; >« =» «iCt — Uicr, etc. 

p5, = aibi — aj>i ; ri = «iCs — «b^ i ; etc. 



C|Z -♦- D,« H- E|ti -f- • • = 0, 

C,z -f- D,« -»- Eati -^ ... = 0, ^ (III) 

XII. 48 
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où 

-=o, i ^'^^ 

où 

M, = CD, — C,D,; N, = (:,E, — C^E, ; clc. 

Tous les coefficients du système (III) sont divisibles par a^. En 
effet, nous avons, par exemple 

C|«=|3,v»— û,v,«r(a,6,— a,6|)(a,C3— ajc.) —(0163 - «36,)(a|Cj— a,C|) 

et Ton voit sans peine que les seuls des huit termes de ces pro- 
duits, qui ne sont pas divisibles par a^ 

— <i,6|Ci3C| et -♦- UihidtCi 
se détruisent. 

Les coefficients du système (I V)> qui a été déduit des systèmes 
(H) et (III) absolument comme le système (III) Ta été des sys- 
tèmes (1) et (II), doivent par conséquent être divisibles par Pf. 
Ajoutons qu*ils ne perdent pas ce facteur commun, si on les 
déduit des coefficients du système (III) divisés par a^. En effet, 
on obtiendra alors les coefficients M^, N^, etc., divisés par (a|)*, 
qui ne peuvent, par cette division, cesser d être divisibles par 
^^csa^b] — a^b^y quantité première avec a^. On pourrait du 
reste, par le calcul de leursvaleurs, démontrer directement cette 
divisibilité. On divisera donc le système (III) par Of, de ce nou- 
veau système (3) on déduira un nouveau système 

wi,.s -♦- w,;/ -H ••• = 0, i 

«0, ( ^*^ 

qu'on divisera par ^|. Le système (5) qui sera déduit des sys- 
tèmes II, (3) et (4) absolument comme le système (4) le fut 
des systèmes I, (II) et (3), sera divisé par le coefficient de Z 
qui a iervi à former le système (4) (c'est-à-dire C, : a|), et ainsi 
ile suite. 
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Il n'est peut-être pas superflu d^observer que ce raisonnement 
suppose qu'on ait commencé les opérations par chasser les déno- 
minateurs et que Télimination se fasse suivant la méthode 
générale, de la manière que nous avons expliquée à la fin du 
n»4. 

II 

Démonstration par la théorie des déterminants. 
Calcul des déterminants. 

14. Expression des déterminants en fonction de leurs mineurs. 
Nous avons vu (1 1) que 

|a6cde| =^ |a6cd|c, — \abce\d^ — |a6crf|cB — \aeed\bi — |c6crf|a,, . 

Cette formule ne dififère que par sa forme de la formule 

|a6cc/e| = |a6c(i|e5 — \ahce\dt •+• |a6de|c, — \acde\h^ -4- \bcde\ag, 

qu'on emploie ordinairement pour décomposer un déterminant 
en produits d'éléments d'une ligne par les mineurs qui leur cor- 
respondent. Pour déduire la première de la seconde, il faudrait 
faire avancer e dans le 3' terme de celle-ci d'un rang, dans le i' 
de 2, dans le 5* de 3 rangs et ainsi de suite, si le déterminant 
était d'un ordre supérieur; et comme cela change alternativement 
les signes des déterminants, changer, à partir du 3* terme du 
second membre, les signes des termes de rang impair qui sont 
positifs et maintenir les signes des autres qui sont négatifs. Il se 
pourrait que dans d'autres recherches encore, la première forme 
de la formule fût plus commode, parce que la règle des signes 
s'énonce plus facilement. 

16. Corollaire I. — Si la ligne 5 est identique avec une des 
autres lignes, la ligne 3 par exemple, | abcde \ s'annule et la 
première formule devient 

\abcd\ei= \abce\di h- \abed\ci -»- |accd|6s h- |e6e(i|<H. 

Donc un déterminant, multiplié par un élément d'une colonne 
qu'il ne contient pas, mais appartenant à une ligne qu'il renfermç, 
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est égal à la somme des prodm'ts analogues qu*on peut former 
en permutant successivement chaque lettre du premier avec la 
lettre de cet élément. 

16. Corollaire II. — Ce principe peut être généralisé de la 
manière suivante : Le produit de deux déterminants dont le 
premier contient toutes les lignes (chiffres) du second, est égal à 
la somme des produits analogues qu'on peut former en permu- 
tant successivement la même lettre du premier avec chaque 
lettre du second. C'est ainsi, par exemple, que 

\mno\ \abcd\ 
es \mna\ \obcd\ -^ \mnb\ \aocd\ -+■ \mnc\ \abod\ -+■ \mnd\ \abeo\. 

En effet, pour chaque terme du premier déterminant, par 
exemple pour — m^n^o^ Téquation 

— miniOi\abcd\ = — m,nias|o6c(i| — mtnfii\aocd\ 

— mfniC^\abod\ — minidi\abco\ 

subsiste et n'est autre chose que l'équation du numéro précédent, 
multipliée par — 9722 ^1 ; ^^^^ l'égalité existe pour la somme de 
tous les termes de | mno | multipliés par | abcd \ , comme 
elle est exprimée par l'équation précédente. 

D'après une observation qui m'a été faite, ce principe est 
connu (*). 

17. Théorème concernant le principe de la divisibilité. — La 
démonstration directe de la divisibilité, sur laquelle notre 
méthode est basée (i), se déduit facilement du corollaire II, 
d*après lequel 

|a6mn| |a6ccfe|= \aban\ \mbcJe\ +|a66n | \amede\ + \abcn\ \abmde\ 

-H I abdn \ \ abcme\ -+■ \ aben \ \ abcdm \ 
=^ \abcn\ |a6m</e|+|a6ffn||a6eme| + |aben||abedm| 

parce que les facteurs | aban \ et | abbn | s'annulent, comme 
ayant deux colonnes égales. Il s'ensuit que lorsque dans l'équa- 



(*) En effet» M. P. Mansion le mentionne deux fois dans ses Éléments de la théorie 
du déterminanu, 4* édition. Exercices 34 et 38. 
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(ion du numéro précédent les deux déterminants du premier 
membre ont une ou plusieurs lettres (colonnes) communes, il 
suffit, pour trouver le second membre, de permuter successive- 
ment une des lettres qui se trouvent uniquement dans le pre- 
mier déterminant, avec chacune des lettres du second, qui se 
trouvent uniquement dans celui-ci. Nous n*avons besoin de ce 
théorème que sous la forme suivante : 

\abcf\ \abcde\ = \abcd\ \abcfe\ h- \abce\ \abcdf\ (*), 

c*est-à-dire le produit de deux déterminants, le premier de n et 
le second c/e (n -h- 1 ) lignes, et dont le second comprend toutes 
les lignes {chiffres), et toutes les colonnes (lettres) moins une, du 
premier, est égal à la somme des deux déterminants analogues, 
qui se déduisent du premier, en permutant la lettre particulière 
au premier avec chacune des deux lettres particulières au second. 
Donc la division de 

\abcf\ \abcde\ — \abce\ \abcdf] par \abcd\ 

doit nous donner le quotient \abcfe\, qui est un nombre entier, 
si tous les éléments des déterminants sont des nombres entiers. 

18. Démonstration de la méthode. — L'élimination de x, y, 
zets entre les équations (4) du n"* 5 et Téquation 

conduit, d'après (1 1), à Téquation 

Tj = I abcde\t -h | abcdf\ m -+-.. = 0, 

(*) En écrivant cette formule sous la forme 

\abcf\ \abcde\ = \abce\ \abcdf\ — \abcd\ \abcef\ 
et en posant f^ — i, 

nous aurons 

\abc\ \abcde\ = {a^b^c^i^l |a,6,Vil — l«tV»^l KV»''sl- 

C'est, au fond, une formule trouvée par Stùdnicka, qui réduit le calcul d'un déterminant 
au calcul de quatre mineurs et d'un mineur de ces mineurs En l'appliquant au calcul des 
déterminants, on sera exactement ramené aux opérations des méthodes ordinaires d'éli- 
minaiion. 
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et rélimination de t entre celle-ci et 

84= |a6cd|5 -♦- |a6cc|f ■+■ \\abcf\u -4- ••• ==»0 

nous donne 

\abcd\abcde\8 

"♦■ î l^^^n |a^cde| — \abce\ \abcdf\ ( u -4- • • = 

Ou, comme 

\abcf\ \Qbcde\ = \abcd\ \abcfe\ -♦- |a6ce} \abcdf\y 
\abcd\ \abcde\s -¥• \ahcd\ \abcfe\u -i- ... = ; 

et, si \abcd\ n'est pas nul, on a 

Sjsss \abrde\s -+- \ahcl'e\u -t- •• = 0. 

On trouvera de même 

Z5= \abcde\z -+■ \abfde\u -f- ••• = 0, 
Y5= \abcde\y ■+■ \afcde\u ■+- ... = 0, 
X5= \abcde\x -^ \fbcde\u ■+■ ... = 0. 

19. Vérification des valeurs. Équivalence des systèmes (I) 
et (5). — En remplaçant x, y, z, s, t dans une des cinq pre- 
mières équations (I), multipliée par \abcde\y par exemple dans 
Z| := 0, nous aurons 

I abcde | Z, = j | abcde | /i — | abcdf\ e^ — | abcfe | ^ — | abfde | Cj 
— \afcde\bz — \fbcde\ ajJM -f- ... = 0. 

Le coefficient de u sera (16), et il en sera de même des 
coefiicienis des autres inconnues ou lettres, de sorte que Féqua- 
tion précédente se réduira à 

\abcde\Zi=0, 

et si \abcde\ n*est pas nul, à 

Z,=-0. 

Donc, le système (5), déduit des cinq premières équations du 
système primitif, y conduit aussi, si \abcde\ est différent de 0, et 
il est, par conséquent, équivalente Tensemble de ces cinq équa- 
tions. Ce raisonnement prouve la justesse de la méthode exposée 
au n"* 4, et il indique les conditions requises pour qu*elle soit 
praticable. 
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20. Calcul des déterminants. — Résoudre des équations 
linéaires, c*est calculer des déterminants. Les résoudre par la 
méthode du n* 2 reviendrait à calculer des déterminants au 
moyen de leurs mineurs et des mineurs de ceux-ci, etc. Les 
méthodes générales dont on se sert en pratique pour calculer des 
déterminants qui dépassent le 3' degré se réduisent aux opéra- 
tions de la résolution des équations linéaires par les méthodes 
ordinaires. (V. Gùnther, Determinanten-Theorie^ 2* éd., p. 104.) 

tl serait plus avantageux de réduire ce calcul aux opérations 
de la méthode d'élimination, que nous venons d'exposer. 

Le tableau suivant indiquera ces opérations pour un détermi- 
nant de six colonnes, par des équations à résoudre, dont nous 
avons démontré la justesse (14 et 17); nous y soulignerons les 
inconnues à déterminer au moyen d'éléments, ou de déterminants 
trouvés par les équations antérieures, et nous désignerons les 
équations par les signes qui, d'après la notation que nous avons 
constamment employée, désigneraient les équations correspon- 
dantes dans la résolution d'un système de six équations linéaires 
homogènes à six inconnues. 

Y, 

ab\ =afii — a<6, 

CIC| = ttiCt — UfCi 

ad I = ttidi — a^di 
\ae\ = a,ef — a^e, 
\af\ =r= aji — (i,/i 

X, 

c,|«6| = a^jcfc I -♦- 6i|oc| 

d,\ah\ = a,\dff\ ^6.|arf| 
ei\ab\ = a,|c6| •*- 6,|ae| 
/,\ab\=a,\fb\ -^b,\af\ 

Z3 

\abc\ =Cj|a6| — bi\ac\ — a,|c6| 

\ âhd \ =c/3|a6| — 63|ar/| — 0,1^/61 
\ab€\ = ei\ab\ — bi\ae\ — Cï3|e6| 
1^' =A|a6|-63|a/'|-a,|/6| 
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\ad\ \abc\ = \ab\ \adc\ 
\ae\ \abc\ == |a6| \aec\ 
\af\ \abc\ = \ab\ \7/b\ 



\(ibcd\ 
abcé' I 
^1 



db\ \abc\ 
\eb\ \abc\ 
\fb\ \abc 



■'di\<ibc 

Ci\abc\ 
= /;|a6c 



abe\ \abcd 
ahf\ \abcd 



ab\ \dbc\ 
ab\ \ebc\ 
ab\ \fU 

S. 
c,\abd\ - 
Ciloôej — 
c,\ahf\ - 

= \abc\ \abed 
= \abc\ \âbjd\ 



abc\ \aecd\ 



ac\ \ahd\ 

\ac\ \abe\ 
\ac\ \abl\ 

cb\ \abd\ 
cb\ \abe\ 
ch\ \abf\ 



b^\adc 
64 1 aec 
bAafc 



ai\dbc 
a^\ebc 

a,\fbc\ 



\abd\ \abce 
abd\ \abcf\ 



aec\ \abcd\ = 

af'c\ \abcd\ = \abc\ \afcd 



X* 

abc\ \ebcd\ 



adc\ I abce 
adc\ \abcf\ 



\ebe\ \abcd 
\f'bc\ \abcd 



= \abe\ \fbcd\ 



dbc\ \ahce 
\dbc\ \abcl 



T5 

a6r(ie| =e5|a6c(/| — di\abce\ — Cg\abed 
\abcdf\ =l,\abcd\ '-d.labcfl — c,|a6/y| 



b^laecd 

■b,\afc<i\ 



Qi \ ebcd 
a,\fbcd\ 



\abc/\ \abcde\ = \abcd\ \ab€fe\ -h abce\ \abcdf\ 



Z. 



abfd\ \abcde\ = \abcd\ \abfde\ -i- \abcd\ \abcdf\ 
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Y, 

\afcd\ \abcde\ == \abcd\ \afcde\ + \abcd\ \abcdf\ 

\fhcd\ \abcde\ = \abcd\ \fbcde\ -*- \ebcd\ \abcdf\ 

\abcdef\ — /i|a6crfe| — et\ahcdf\ — d^\abcfe\ — Ci\ab/de\ 

— bi\ufcde\ — ai\/bcde\. 

On ne se contentera pas d'indiquer, sous forme de quotient , 
les valeurs des inconnues qui se trouvent dans les seconds 
membres de ces équations. Si toua les éléments sont des 
nombres entiers, ces déterminants devront également être entiers. 

Mais pour que les équations qui donnent leurs valeurs ne 
deviennent pas illusoires, il faut que ni a^, Tun quelconque des 
coefficients de la première équation (1), ni |a6|, Tun quelconque 
des premiers membres de Yj, ni |a6c|, Tun quelconque des pre- 
miers membres de Z3, ni |a6cd|, Tun quelconque des premiers 
membres de S4 ne soit nul. 

Supposons que |a6| soit différent de et que tous les premiers 
membres des équations Z3 s annulent; tous les déterminants 
qui comprennent les trois lignes 1, 2 et 3, par exemple \bcdef\f 
s*annuieront. Car, en employant un moyen dont nous nous 
sommes déjà servi pour transformer des formules, nous aurons 

\abni\ \bcdef\ = \abc\ \bmde/ \ -¥- \ube\ \bcnief\ -i- \abe\ \bcdmf\ 

■+■ \ab/'\ \bcdem\, 

et pour 

nit = fM, = et 1W3 = 1 , 

|a6| \bcdef\ =0; 
et comme, par supposition, \ah\ est différent de 0, 

\bcdef\ -=0. 
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TROIS CAS 

DE 



TUMEURS DES FOSSES NASALES 



OPÉRÉES PAR 



le D' Oli. OOItlS. 



Observations présentées à la Société scientifique de Bruxelles, avril 1889. 



SARCOME GLOBO-CELLULAIRE DE l'aPOPHYSE BASILAIRE. 

Voici en peu de mots I*histoire de la malade à laquelle j'ai 
enlevé la tumeur que j*ai Thonneur de vous présenter. 

L'affection datait déjà d'assez longtemps. C'est au mois de mai 
1884 que la patiente s'aperçut pour la première fois d'une gène 
dans le nez : celui-ci s'était peu à peu obstrué et n'avait enfin 
plus permis le passage de l'air. Ma malade consulta alors un chi* 
rurgien qui, après des pourparlers assez longs, la décida à se laisser 
opérer. Nous étions alors en juillet 1884. Voici en quoi consista 
l'opération : Incision de la peau de la face dans le sillon séparant 
la joue du nez, partant de l'angle interne de l'œil, contournant 
l'aile du nez, suivant le sillon naso-labial jusque sous la cloison 
et descendant verticalement de celle-ci pour aboutir au lobule 
de la lèvre supérieure. Puis dissection de la joue jusque sur le 
maxillaire et résection d'un coin de cet os compris entre la ligne 
médiane et la première molaire; enfin extraction, par cette ouver- 
ture, de la tumeur obstruant la fosse nasale. Je ne sais quels 
étaient le volume et la forme de cette tumeur, la malade n'ayant 
pu me renseigner à cet égard. 
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La patiente fut pendant quelque temps débarrassée de son mal, 
mais pas bien longtemps. En effet la difficulté de respirer par le 
nez reparut au mois de janvier 1885, cinq mois donc après Topé* 
ration. Ln malade ne consulta pas,e t attendit que le mal eût fait 
des progrès tels que la respiration, la phonation et la déglutition 
en étaient fort gênées. CVst alors que la patiente retourna chez le 
chirurgien qui Pavait opérée; mais ce praticien jugea que le cas 
n*était plus opérable. La malade, sur le conseil d'une de ses amies, 
s'adressa à moi (avril 1887). Voicj ce que je constatai : 

La malade est âgée de 45 ans. La face est pâle, amaigrie, légè- 
rement bouffie, de couleur jaune pâle. La joue gauche est un peu 
plus enflée que la droite. L'apophyse montante du maxillaire 
supérieur gauche est excurvée; la narine correspondante gonflée, 
comme chez les personnes possédant des polypes : de cette narine 
sortent des fongosités molles, saignant au moindre attouchement 
et sécrétant une sanie fétide. De ce côté, la narine est tellement 
obstruée par des fongosités que Fexamen rhinoscopique antérieur 
est impossible. Du côté droit, le nez a extérieurement un aspect 
normal; mais intérieurement des bourgeons, mollasses comme 
les autres, le remplissent également. 

L'examen de la bouche me montre à la voûte palatine un point 
de ramollissement de l'os de 3 à 4 millimètres carrés d'étendue. 
L'ouverture laissée par la résection partielle de l'os est restée 
fistuleuse. Dans le pharynx se trouve une tumeur en battant de 
cloche, refoulant la voûte du palais en avant, sans adhérence avec 
lui, et le débordant en bas d'un centimètre et demi. Cette tumeur 
est mobile dans le sens latéral ; sa consistance, je ne puis mieux 
la comparer qu'à celle d'une poire mûre non pelée. Superflciel- 
lement le stylet rencontre une légère résistance (nous verrons 
tout à l'heure à quoi elle est due), puis s'y enfonce avec facilité. 
Les points de contact du stylet saignent très facilement. 

Comme la malade se plaint d'atroces douleurs lancinantes dans 
l'oreille droite, j'examine cet organe. Une sanie fétide, analogue 
à celle que produit le nez, remplit le conduit auditif; le tympan a 
disparu; la caisse du tympan se trouve remplie de fongosités 
molles, pâles et saignantes, comme celles dont j'ai parlé tantôt. 
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La voix est nasonnante; de plus, la tumeur qui pend dans la 
gorge rend la déglutition et la respiration très difficiles. 

Nous nous trouvions en face d*un cas où le diagnostic n'était 
pas des plus aisés. 

D'un côté, le teint cachectique de la malade, Textension du mal 
aux deux maxillaires et à Toreille, les fongosités de mauvais 
aspect pouvaient nous porter à ranger Faffection dans la classe des 
tumeurs malignes, telles que le carcinome et le sarcome. 

D*un autre côté, la longue durée du mal (3 ans), Fabsence 
complète de ganglions pouvaient nous faire espérer que nous 
avions affaire à un myxome ou à un fibro-myxome. 

Que pouvaient la chirurgie ou la thérapeutique dans un pareil 
cas? 

Pour guérir la malade, quelle que fût la nature de son affection, 
il eût fallu enlever tout le mal, c'est-à-dire, faire une résection 
double des maxillaires, poursuivre laffection jusque dans la caisse 
du tympan; ce qui était impossible, à cause de Tétat cachectique 
de la malade. 

Je me décidai à faire une opération palliative qu'autorisait 
parfaitement Tétat de gène où se trouvaient la respiration et la 
déglutition, par suite de la tumeur qui occupait le pharynx. Je 
résolus d'étrangler et de couper le néoplasme à son point d'in- 
sertion, au moyen de l'anse galvanique. 

Lorsqu'il s'agit d'une tumeur d'une certaine résistance, le pla- 
cement du fil de platine est relativement aisé. En effet, il suffit de 
donner à l'anse une forme ovoïde, et d'en introduire le bout libre 
entre le voile du palais et la tumeur. La résistance de celle-ci 
fait glisser le fil entre le voile et elle-même, de sorte qu'en 
imprimant à l'instrument de légers mouvements latéraux combi- 
nés avec ime poussée modérée dans le sens antéro-postérieur, le 
bout de l'anse va se placer assez facilement au point d'nisertion 
du néoplasme. Il faut, pour réussir, employer un fil de O'^yOOl 
de diamètre. 

J'essayai ce procédé; je ne réussis pas et voici pourquoi : l'anse, 
au lieu de glisser sur la face antérieure de la tumeur, y pénétra. 
Je pris alors le fil de platine entre l'ongle et la pulpe de l'index 
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droit, et j'allai le placer, en me guidant sur le toucher, au point 
d'insertion dé la tumeur, c'est-à-dire à la symphyse sphéno-basi- 
laire. Je maintins le fil en cet endroit, pendant qu'un confrère, 
enfonçant l'instrument dans le sens horizontal, amenait l'anse 
derrière la tumeur. Le serrement du fil suffit à étrangler et à 
détacher le pédicule qui était fort friable, de sorte que je n'eus 
pas même l'occasion d'utiliser le courant électrique. L'hémorragie 
fut très modérée. Je cautérisai le point d'insertion au moyen du 
cautère galvanique courbe. 

Voici les caractères de la tumeur, qui à l'état frais avait la 
grosseur d'un œuf de poule : 

La grosse extrémité de l'ovoïde, qui pendait dans le pharynx, 
prés^'nte une surface lisse et légèrement résistante, due à une 
capsule qui la recouvre entièrement. Cette partie, qui forme les 
deux tiers de la tumeur, est nettement séparée du tiers supérieur 
par un sillon assez profond. Cette dernière partie est irrégulière- 
ment lobuléc ; tous les lobules sont encapsulés. Sur une coupé 
macroscopique à l'état frais, la tumeur était tout à fait semblable 
comme couleur, comme structure, comme consistance, à la glande 
sous-maxillaire; la capsule enveloppant la tumeur envoie à l'inté- 
rieur des travées séparant des lobules semblables à ceux de la 
glande salivaire. Le raclage de la surface de section n'amène pas 
de suc; la pulpe de la tumeur est fort friable. 

L'examen microscopique de la tumeur m'a démontré que 
j'avais eu affaire à un sarcome globo-cellulaire. 

Un mot maintenant, bien court, au sujet des procédés opéra- 
toires qui conviennent dans les cas de tumeurs des cavités nasale 
et nasopharyngienne. 

Avant tout il s'agit de faire un diagnostic précis. La tumeur 
est-elle bénigne, s'agit-il d'un fibrome, d'un chondrome, d'un 
ostéome : une résection partielle du maxillaire, « pour donner du 
jour », ou même l'enlèvement pur et simple du néoplasme soit 
en une fois, soie par portions, sont des procédés convenables. 

Mais il n'en est plus de même lorsque l'affection est sarcoma- 
teuse ou carcinomateuse. Le diagnostic de tumeur maligne une 
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fois posé, une résection partielle sera presque toujours une opé- 
ration incomplète; je crois qu*il ne faut jamais s*y borner. S*il 
nous est possible d*enlever tout le terrain où végète le néoplasme, 
n'est- il pas bien plus sur d enlever et la terre et la semence? Le 
pn^cepte est d'autant plus sage que la résection partielle du 
maxillaire est une opération à peu près aussi grave que la résec- 
tion totale, et que, comme je viens de le dire, elle risque fort de 
laisser de la mauvaise graine. 

C'est ce qui est arrivé dans le cas que je vous ai exposé, et 
c'est même en grande partie pour cela que je vous en ai entre- 
tenu. Une résection totale eût laissé à la patiente quelque chance 
de guérison ; la résection cunéiforme si douloureuse qu'elle a 
subie n'a pas même réussi à retarder la marche de son affreux 
mal. 

II 

FIBROMB NASOPHARYNGIBN. 

Cette tumeur-ci, je Tai enlevée à un malade que j'avais déji 
débarrassé de dix-huit polypes muqueux. Les fosses nasales 
étaient libres, l'inspiration se faisait bien, mais à l'expiration l'air 
ne passait pas encore. 

A l'état frais, la tumeur avait une longueur de 6 centimètres, 
et l'épaisseur du pouce. 

Son volume s'est réduit par la macération dans l'alcool. Sa 
résistance n'est pas tout à fait celle du Chrome ; elle est toute- 
fois bien plus considérable que celle du polype mu(|ueux. Cette 
tumeur diffère encore du polype muqueux par son absence de 
translucidité, par sa surface crevassée, striée, alors que le simple 
myxome est lisse. Enfin le polype muqueux macéré dans l'alcool 
subit une énorme réduction de volume, à cause de sa richesse en 
eau. Cette tumeur-ci a perdu un tiers seulement de ses dimen- 
sions. 

Cetlclumcur,pédiculée, était insérée à l'extrémité postérieure 
du cornet moyen dont un des fragments est resté dans son épaîd- 
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seur. En dehors et en dedans de cet os. la tumeur se continuait 
avec la muqueuse des fosses nasales. 

J*ai eu affaire ace que Ton pourrait nommer un fibrome mou, 
se confondant par certains de ses caractères avec le polype 
muqueux, par certains autres avec le fibrome vrai. 

Moldenhauer dit, dans son excellent traité des maladies du 
nez : On a déjà mentionné que les polypes muqueux qui pren- 
nent leur point d'insection dans les parties postérieures des fosses 
(c'est le cas ici), avec tendance à se développer dans le naso- 
pharynx, deviennent plus riches en tissu conjonctif , plus durs, 
et se rapprochent ainsi de la structure du fibrome vrai (*). 

Morell Mackensie dit que ces tumeurs ne sont pas très fré- 
quentes, et qu'il n est pas sans danger de les opérer, à cause des 
hémorragies parfois très fortes auxquelles leur ablation donne 
lieu. 

L opération a eu lieu le 12 juillet 1887. Jusqu'ici (avril 1888) 
il n*y a pas eu de récidive (^). 

m 

VÉGÉTATIONS ADÉNOÏDES. 

Ces excroissances sont constituées par Thypertrophie des fol- 
licules clos siégeant à la voûte du pharynx, immédiatement der- 
rière la cloison. 

Elles affectent deux formes différentes. Ou bien elles se réu- 
nissent en une masse formant Tamygdale rétropharyngienne de 
Luscbka, ou bien elles se développent sous forme de petites 
tumeurs répandues sur toute la surface de la voûte pharyn- 
gienne jusque sur et contre les pavillons des trompes. 

Le malade porteur de la première variété de végétations se 
plaint le plus souvent de ne pas pouvoir respirer par le nez. J ai 



(<) MOLDEMHAUER, i>ie Krankheiten der Natenhôlen, Leipzig, 4888, p. U9. 
(*) Au moment de la remise de mon manuscrit (janvier 4888), le nez de mon malade 
est toujours en bon état. 
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pu constater que les deux actes respiratoires ne s'opèrent pas 
toujours avec la même difficulté. En effet, la tumeur adénoïde est 
molle et subit des déplacements dans le sens antéro-postérieur; 
à rinspiration, Pair pousse la tonsille en arrière; à rexpiration, 
le courant d'air refoule la tumeur contre Touverture postérieure 
des fosses nasales et les bouche hermétiquement. G*est là un 
signe de diagnostic qui ne manque pas de valeur. 

La diminution de Tacuité auditive est un autre symptôme des 
végétations adénoïdes. Mais elle n'existe que pour autant que 
l'équilibre de tension entre Pair atmosphérique et celui de la 
caisse du tympan est rompu. Aussi pouvons-nous rencontrer 
une excellente ouïe chez un sujet pos:»édant dans son pharynx 
nasal une volumineuse amygdale (c'était le cas chez le jeune 
homme auquel j'ai enlevé tout ce paquet), et nous trouvons sou* 
vent l'ouïe fort diminuée, ou bien des bourdonnements intenses, 
chez les personnes dont l'orifice tubaire est bouché par quel- 
ques follicules seulement. 

Je vous prie de remarquer en passant que la surdité accom- 
pagnant les végétations adénoïdes est d'un pronostic variable. Si 
la surdité est due à la simple obstruction de l'orifice de la 
trompe, l'ablation des végétations sera suivie d'un brillant suc- 
cès. Mais il n'en est pas toujours ainsi; très souvent un intense 
catarrhe de la trompe complique la présence des végétations 
adénoïdes; dans ce cas le succès, au point de vue de l'audition, 
ne sera pas immédiat; l'ouïe ne reviendra que lorsque, grâce à 
un traitement approprié, le catarrhe aura disparu. 

La difficulté de la respiration nasale, la surdité plus ou moins 
complète, les ronflements énergiques de la nuit, sont les symp- 
tômes les plus fréquents. Le faciès est assez caractéristique dans 
l'hypertrophie amygdaliforme : le malade a l'air hébété, les yeux 
largement ouverts, la bouche béante. 

Comme il y a d'autres affections qui produisent les mêmes 
symptômes, je vous dirai quelques mots du diagnostic. 

Les végétations non fasciculées se distinguent souvent à la 
rhinoscopie antérieure; à la rhinoscopie postérieure, l'on verra 
pendues à la voûte du pharynx de petites tumeurs grosses 
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comme un pois ou une petite fève, répandues sur toute la surface 
du nasopharynx, ou accumulées au voisinage des trompes. 

Les vegéiacions fasciculces ou amygdaliformcs prélent mieux 
à confusion avec d'autres tumeurs. Lorsque les fosses nasales 
sont suiïisamment larges, et la cocaïne les élargit toujours en 
dégorgeant la muqueuse, on voit le réflexe lumineux du fond de 
la gorge. Ceci est important : s'il n'y a pas de (umeur adénoïde, 
le mouvement d*inspiration ne fait pas bouger le point lumineux, 
qui monte et descend au contraire à la déglutition; s'il y en a 
une, le réflexe lumineux suit les mouvements respiratoires. 

A la rhinoscopie postérieure, le pharynx nasal se montre 
rempli de fongosités. 

Les polypes muqueux du nez sont situés plus avant; leur 
couleur est d'un gris transparent; le fibrome naso-pharyngien 
s'en distingue par son extrême dureté au toucher; l'hypertrophie 
de la muqueuse du cornet moyen, dans sa partie postérieure, 
présente avec les végétations adénoïdes une grande similitude 
d'aspect à la rhinoscopie antérieure. Seulement, à la rhinoscopie 
postérieure, le naso-pharynx est libre, la cloison est visible; les 
muqueuses hypertrophiées^ semblables à desframboises^ reposent 
jusque sur le voile du palais. 

Traitement, — Le traitement est purement chirurgical. Les 
instruments inventés pour Tablation des végétations adénoïdes 
sont très nombreux. 

Le premier en date, celui de Mayer, de Copenhague, est 
constitué par un petit anneau d acier coupant par l'un de ses 
bords. 

L'opérateur introduit l'instrument par la fosse nasale, poussant 
Tanncau le long de la cloison jusqu'au-dessus du voile du palais. 
Un doigt introduit par la bouche présente au couteau les végé- 
tations à enlever. 

Cet instrument a le désavantage de ne pouvoir être facilement 
introduit chez de jeunes sujets dont les fosses nasales ne sont 
pas très larges. 

Viennent ensuite diverses curettes que l'on introduit par la 
XIL 19 
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